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R,esu,men

En varios lugares de la literatura sobre
educacion matemdtica y cientifica se in-
dica que los estudiantes tienden a aplicar
modelos lineales en siftuaciones en las que
éstos no son aplicables. Esta tendencia
recibe el nombre de «ilusion de lineali-
dad». El objetivo del presente trabajo es
hacer una revision de distintas ocurren-
cias de este fendmeno, y ofrecer un and-
lisis conceptual del mismo. En primer Iu-
gar, investigamos el concepto de
linealidad y sus propiedades. Después,
resumimos y comentamos varios casos
de razonamiento lineal inadecuados
—tomados de la literatura y de nuestras
propias investigaciones— a fin de desve-
lar las semejanzos y las diferencias con-
ceptuales entre las ocurrencias de la ilusion
de linealidad. Finalmente, consideramos
los factores psicoldgicos y educativos que
parecen encontrarse en la raiz de la ocu-
rrencia y persistencia del exceso de de-
pendencia de la linealidad.
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Abstract

Several places in the literature on mat-
hematics and science education in-
dicate that students tend to apply li-
near models where they are not
applicable. This tendency is called «illu-
sion of linearity». The present paper
aims at giving an overview of different
ufterances of this phenomenon, and
at providing a conceptual analysis.
First, we investigate the concept of Ii-
nearity and its properties. Second, we
summarise and comment on several
cases of unwarranted linear reasoning
—coming from the literature and from
our own empirical research— in order
to unravel the conceptual similarities
and differences between the utteran-
ces of the illusion of linearity. Finally,
we consider the psychological and
educational factors that seem to be
at the rootfs of the occurrence and
persistence of the over-reliance on li-
nearity.
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Introduccion®

Muchos aspectos de nuestro mundo
operan de acuerdo a reglas de pro-
porcionalidad. Es por ello que el razo-
namiento proporcional o lineal es un ins-
frumento fundamental para que los
seres humanos puedan interpretar los
fendmenos del mundo real (Post, Behr, &
Lesh, 1988; Spinillo & Bryant, 1999). No es
sorprendente que el predominio de la
linealidad se refleje también en la pro-
pia naturaleza de las matematicas.
Como establecié Rouche (1992b), la
idea de funcion lineal atraviesa foda la
construccion del edificio de las mate-
mdticas. Es esencial para comprender,
resolver e incluso para formular un am-
plio espectro de problemas matemadti-
cos y cientificos, fanto los elementales
como los mas avanzados (Spinillo &
Bryant, 1991).

Los nifos descubren muy pronto (5-7
anos) la fortaleza de la herramienta de
la proporcionalidad para manejar si-
tuaciones en su entorno extraescolar
(Resnick & Singer, 1993; Sophian & Wood,
1997; Spinillo & Bryant, 1991, 1999): 4 pu-
nados de arena llenan 1 cubo, asi que
hardn falta 12 punados para llenar 3 cu-
bos; 1 coche de juguete fiene 4 ruedas,
asi que 2 coches de juguete tendran 8
ruedas, etc. Alcomenzar la escuela pri-
maria, el conocimiento informal prees-
colar de los ninos acerca de las rela-
ciones de proporcionalidad queda en
un segundo plano temporalmente,
cuando la sumay la resta se convierten
en el foco principal del curriculo mate-
matico escolar. Pero en segundo vy ter-
cero de primaria, el foco de atencidon
del curriculo escolar se mueve de las re-
laciones aditivas a las multiplicativas, y

2 Este trabajo ha sido traducido del inglés por
Carlos de Castro Herndndez

los nifos aprenden a multiplicar y a di-
vidir y a reconocer cudndo aplicar estas
operaciones en problemas verbales sen-
cillos, que son los predecesores de Ias
tareas de razonamiento proporcional.
En cuarto de primaria y después, el con-
cepto de proporcionalidad se desarro-
lla con maés profundidad. A partir de esta
edad en adelante, los estudiantes se en-
frentan frecuentemente a problemas
de proporcionalidad, en su mayoria
planteados en la llamada «estructura
del valor faltante» tales como: «10 hue-
vos cuestan 2 euros. ¢ Cudl es el precio
de 30 huevos?» Mas tarde, los estu-
diantes aprenden, por ejemplo, sobre
la relacién de proporcionalidad entre
el didmetro y la longitud de la circunfe-
rencia, entre el tiempo y la distancia re-
corridos por un fren a velocidad cons-
tante, entre la masa y el volumen de
una sustancia, entre el voltaje y el am-
peraje en un circuito eléctrico, etfc. El
esquema de proporcionalidad se va
convirtiendo, gradualmente, en el «leit-
motivs, desde los problemas bastante
sencillos de la escuela elemental a los
modelos lineales y las aproximaciones
en el cdiculo y la estadistica de la es-
cuela secundaria, y alas aplicaciones li-
neales enfre espacios vectoriales en el
nivel universitario (ver, por ejemplo, Cen-
fre de Recherche sur I'Enseignement des
Mathématiques, 2002).

La creciente familiaridad y experiencia
de los estudiantes con los modelos pro-
porcionales tiene algunas ventajas in-
negables, pero puede también tener
serios inconvenientes. Puede conducir
alos estudiantes a la tendencia de apli-
car los modelos lineales en cualquier si-
tuacién, incluso en las que no es apli-
cable en absoluto. Es habitual referirse a
este abuso de la generalizacion de la li-
nealidad como «ilusién de linealidad».
Freudenthal (1983, p. 267) lo formuld
como sigue: «La linealidad es una pro-
piedad de las relaciones tan sugestiva
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que uno se siente inclinado a caer en
la seduccidén de tratar cada relacioén
numeérica como si fuese lineal.

Hasta donde sabemos, no ha habido
antes intentos de analizar y categorizar
diferentes ejemplos y apariciones de
este fendmeno de un modo sistemdti-
co. En este frabagjo, ofrecemos una re-
Vvision y un andlisis conceptual de la ten-
dencia de los estudiantes a usar
modelos lineales mas allé de dominio
de aplicabilidad. En la primera parte,
presentamos un andlisis del concepto
de linealidad como tal, e ilustramos va-
rias propiedades de las relaciones line-
ales. Estas propiedades sirven como
mMarco para la segunda parte, en la que
discutiremos y clasificaremos varios
ejemplos de aplicaciones injustificadas
(de ciertas propiedades) de la lineali-
dad por estudiantes de diferentes eda-
des en una diversidad de campos. Los
ejemplos estdn tomados de la literatura
y de nuestra propia investigacion em-
pirica acerca de este fenémeno. En la
tercera parte del frabajo, nos centrare-
mos en los factores psicolégicos y edu-
cativos que parecen estar en la raiz de
la ocurrencia y persistencia del exceso
de dependencia de la linealidad.

Linealidad y sus
propiedades:
Un andlisis conceptual

En la actualidad en matematicas, asi
como en la investigacion en educacion
matemadtica, el término «lineal» se refie-
re generalmente a las funciones de la
forma «f(x) = ax» (con a=0). Laimagen
grafica de este tipo de funciones es una
linea recta que pasa por el origen.

Hay una conexién muy estrecha entre la
linealidad y los conceptos de razén y

proporcién: Una razén se refiere a la re-
lacion fraccional entre dos cosas (a/b),
por ejemplo: «este refresco estd hecho
con 10 naranjas por cada litfro de aguan,
Una proporcion se refiere a la igualdad
de dosrazones a/b = c/d(y porello ala
relacion entfre cuatro cosas), tal como:
«En una urna hay 20 bolas blancas y 40
bolas negras. La otra urna tiene 50 blan-
casy 100 negras. La probabilidad de sa-
car una bola blanca es igual en ambas
urnas dado que 20/40 = 50/100.» El con-
cepto de linealidad o proporcionalidad
(o relacién lineal o proporcional entre
cantidades) se refiere a una igualdad
de una multitud de razones iguales: a/b
= c/d=e/f=... Por ejemplo, «un bote de
0.75 litros de pintura es suficiente para
pintar 6 m?, asi que necesito 1.50 litros
para 12 m?, 1.75 litros para 14 m?, etc.»
En el sentido funcional, cada dos razo-
nes que son «elegidas» cumplen la pro-
porcion: 14/1.75 = 6/0.75.

Dos propiedades esenciales adiciono-
les de las funciones lineales en el senti-
do mencionado arriba dicen que f(x +
y) = fX) + y) y fkxX) = k f(x). Para cubrir
18 m? (que son 6 m?+ 12 m?), necesito
2.25 litros (0.75 litros + 1.50 litros) de pin-
tura, y para 28 m? (2 x 14 m? necesito
3.50 litros (2 x 1.75 litros) de pintura.

La propiedad multiplicativa de arriba
—f(kx) = k {ix)— se refiere a la igualdad
de razones internas («k veces g, kveces
b»), un aspecto que suele ponerse en
la vanguardia cuando los educadores
matemdticos se refieren al razonamiento
proporcional de los estudiantes: «Para
cubrir el friple de esa drea, necesito el tri-
ple de pintura, y con la décima parte
de la pintura podré cubrir la décima par-
te del arean.

Como mostraremos extensamente en
la seccion siguiente, cada una de estas
propiedades (y a menudo varias de ellas
a la vez) pueden ser fransgredidas por
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los estudiantes, es decir, aplicadas en si-
tuaciones en las que no son aplicables.
En esta seccidn, describiremos varios co-
sos en que los estudiantes de diversas
edades hacen esto en una gran varie-
dad de subdominios de las matemdati-
cas y la ciencia.

Apariciones de la ilusion
de linealidad: Hacia un

andlisis

La literatura sobre educaciéon matema-
tica y cientifica menciona la tendencia
de los estudiantes a confiar en exceso
en los modelos lineales. Hasta ahora, no
ha habido ningln intento de relacionar
entre si fodos estos ejemplares obser-
vados de la aparicion de la ilusion de li-
nealidad, o de buscar semejanzas y di-
ferencias entre ellos. Este serd el objetivo
de la presente seccion. Mostraremos
cémo son de diversas (y universales) las
apariciones de la ilusion de linealidad, y
estableceremos algunas distinciones
conceptuales.

Aplicaciones impropias de la
linealidad en la resolucion de
problemas aritméticos verbales

En la infroduccién de este frabagjo, ya
mencionamos que a partir de cuarto de
educacién primaria, a los estudiantes
se les infroduce formalmente en el ro-
zonamiento proporcional. Una parte im-
portante de estas actividades de apren-
dizaje consisten en resolver problemas
verbales de proporcionalidad, «tipicos».
Se asume implicitamente que estos pro-
blemas ofrecen un razonable sustitutivo
para las situaciones de la vida diaria en
las que los estudiantes necesitardn es-
tas destrezas matemdaticas (Verschaffel,
Greer, & De Corte, 2000). Sin embargo,
varios estudios senalan que los estu-
diantes muestran una tendencia a usar

los métodos de resolucion propios de la
proporcionalidad también para la re-
solucion de problemas verbales aritmé-
ficos, para los que estos métodos no son
apropiados.

En primer lugar, hay estudios principal-
mente dirigidos a suministrar evidencias
de la «suspension de dotacion de signi-
ficado» en las matematicas escolares
(e.g., Greer, 1993; Verschaffel, De Cor-
te, & Lasure, 1994; para una revision, ver
Verschaffel et al., 2000). En estos estu-
dios, los estudiantes de los Ultimos cur-
sos de primaria eran, entre otras situa-
ciones problemdticas, confrontfados con
los llamados problemas de «pseudo pro-
porcionalidad» (tfales como, por ejem-
plo, «El mejor tiempo de Juan corriendo
los 100 metros es de 17 segundos.
¢, Cudnto tardard en recorrer 1 kildme-
tro?, «Una tienda vende 312 postales na-
videfas en diciembre. ¢ Cudntas ven-
derd en total entre los meses de enero,
febrero y marzo?). A pesar de que mo-
delizar a través de la proporcionalidad
directa ofrece, como mucho, una apro-
ximacién, parecia gque sélo unos Pocos
estudiantes eran conscientes de que la
proporcionalidad directa daria sola-
mente una respuesta aproximada (para
el problema de arriba del atletq, los por-
centajes de estudiantes que mostraron
consciencia iban del 0% al 7%) (Vers-
chaffel et al., 2000). Tipicamente, este
tipo de problemas explicitan muchas
respuestas basadas en un razonamien-
to del tipo k veces g, k veces b (esto es,
para el primer problema: «Juan necesi-
ta 10 veces mds de fiempo para llegar
corriendo 10 veces mds lejos»), 0 una
solucion mediante el calculo del valor
que falta en una proporcion. Mas que
tener en cuenta el conocimiento que
da el senfido comUn y consideraciones
redlistas sobre la situacion descrita en el
problema, ellos se limitan a jugar al «ue-
go de los problemas escolares», en el
que se asume que los jugadores no de-
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ben fijarse demasiado en el realismo de
la situacién problema sino que deben
simplemente identificar la (s) operacion
(ones) aritmética (s) con los nimeros da-
dos dando lugar a la respuesta correc-
ta (ver también Reusser & Stebler, 1997;
Wyndhamn & Sdljé, 1997). Un problema
para la interpretacion de las repuestas
proporcionales de los estudiantes en es-
tos estudios es que la mayoria de estos
problemas eran «irresolubles» (es decir,
no hay relacion I6gico-matematica en-
fre los datos en estos items, asi que no
puede darse una respuesta exacta al
problema) y por tanto «inusuales» o in-
cluso «enganosos» porque los estudian-
tes No esperan que se les ponga pro-
blemas «rresolubles» en el confexto de
un examen. Asi que no es seguro que
los estudiantes en estos estudios real-
mente «creyeran» que habia una rela-
ciéon proporcional en juego. Debido al
«confrato didactico» (Brousseau, 1997),
los estudiantes al resolver estos proble-
mas pueden haber asumido que dichos
problemas debian tfener una respuesta
numérica exacta y que ellos deberian
hacer algunos cdlculos con los ndme-
ros dados en el problema para producir
una respuesta. Hay numerosas eviden-
cias empiricas sobre este fendmeno (por
ejemplo, en el estudio de Reusser & Ste-
bler, 1997; para una revisién extensiva,
ver Verschaffel et al., 2000).

Existe, sin embargo, una investigacion
sistematica sobre el exceso de depen-
dencia de la linealidad en la resolucion
de problemas aritméticos verbales, en
la que la inferpretacion alternativa de
arriba (en términos del contrato di-
ddctico) resulta evitable, porque con
los nUmeros dados podia obtenerse
una respuesta numérica exacta. Van
Dooren, De Bock, Hessels, Janssens y
Verschaffel (2005) investigaron cudndo
se originaba la tfendencia a depender
en exceso de la linealidad en la reso-
lucién de problemas y cémo se desa-

rrollaba con la edad en relacion con
las destrezas de razonamiento lineal
emergentes de los estudiantes. Se pasd
una prueba escrita —compuesta por
problemas verbales lineales y no linea-
les— a un numeroso grupo de estu-
diantes desde tercero a octavo curso.
Dentro de los problemas no lineales, se
hizo una distincion atendiendo al mo-
delo matematico (no lineal) subya-
cente: aditivo, afin o constante. llus-
framos el tipo de problema que fue
utilizado y los resultados tipicos obteni-
dos con un problema no lineal basado
en el modelo afin: «La locomotora de
un fren tiene 12 metros de largo. Con
cuatro vagones conectados con la lo-
comotora, el tren tiene 52 m de largo.
Si hubiera ocho vagones conectados
a la locomotora, ¢,cudl seria la longitud
del tren?» (La respuesta lineal es; 2 x 52
m =104 m, la respuesta correcta es: 12
m + (8 x 10 m) = 92 m). Se encontrd que
las desfrezas para resolver correcta-
mente problemas lineales aumentaba
considerablemente con la edad: des-
de el 53% de las respuestas correctas
en tercero de primaria al 93% en 2.°de
secundaria. El mayor incremento en el
aprendizaje se produjo entre 3.°y 5.°
de primaria. Ademdas, los investigadores
mostraron que la tendencia a aplicar
injustificadamente métodos lineales a si-
fuaciones no lineales se desarrollaba
de forma marcadamente paralela a
las destrezas emergentes de razona-
miento proporcional. En 3.° de primao-
ria, el 30% de los problemas no lineales
fueron resueltos linealmente, y esta si-
tuacidn experimentd un aumento con-
siderable hasta alcanzar un 51% en 5.°
de primaria (y un descenso posterior
hasta el 22% en segundo de secunda-
ria). Esta evolucion, con forma de U in-
vertida, de las respuestas lineales injus-
tificadas fue advertida en todos los
problemas no lineales, pero se obser-
varon algunas diferencias menores de-
pendiendo del modelo matematico
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subyacente (aditivo, afin o constante)
de los problemas. Los investigadores
concluyeron que los estudiantes —a
medida que iban adquiriendo destre-
zas de razonamiento lineal mediante
la préctica de la resolucion de proble-
mas lineales «tipicosn— tendian a so-
bre-generalizar los modelos lineales y
aprendian a aplicarlos fijgndose en ca-
racteristicas superficiales del problema.
Esta tendencia estaba ya presente en
segundo de primaria, aumentd hasta
5.°, antes de descender suavemente
de 6.° de primaria a 2.° de secundaria.

El exceso de dependencia en entornos
grdficos

La excesiva adhesion de los estudian-
tes a la linealidad ha sido observada
también en actividades de dibujo de
graficas. Por ejemplo, Leinhardt, Zas-
lavsky y Stein (1990) categorizaron va-
rias «ideas equivocadas» de los estu-
diantes en el dibujo de grdficas, y
etiquetaron una de las categorias como
«linealidad». Estos autores mencionan
varios estudios en los que se muestra que
estudiantes de diferentes edades tienen
una fuerte tendencia a producir patro-
nes lineales que pasan por el origen
cuando se les pide que dibujen graficos
correspondientes a relaciones no linea-
les, por ejemplo la evolucion del peso
de una persona desde el nacimiento
hasta los 30 anos. Markovits, Eylon y
Bruckheimer (1986) descubrieron que
cuando se solicitaba a estudiantes de
14 y 15 anos que presentaran ejemplos
de funciones o dibujaran graficos de
funciones pasando por dos puntos da-
dos, se aferraban al pensamiento sobre
las funciones lineales. Recientemente,
un estudio ha mostrado que los maestros
en formacién también tienen la idea
equivocada de que la nocidén de fun-
cién soélo se refiere a la relacién lineal
(Evangelidou, Spyrou, Elia, & Gagatsis,
2004).

Ademads de en el dibujo de graficas, los
estudiantes también suelen a menudo
aferrarse a la linealidad al decidir, ba-
s@ndose en una representacion grafica,
si hay relacién entre dos variables. Por
ejemplo, en un experimento de ense-
nanza con estudiantes de 3.° de Bachi-
llerato, Van Deyck (2001) ofrecioé a los
estudiantes un grafico de puntos en el
que el patrén de puntos mostraba una
pardbola. A pesar de que estos estu-
diantes ya se habian enconfrado con
varios modelos no lineales en su curri-
culo matemdatico (entre ellos, modelos
cuadrdticos), solian argumentar que no
habia relacién entre las dos variables re-
presentadas, y veian como argumento
que demostraba la ausencia de rela-
cién, que el coeficiente de correlacion
de Pearson del correspondiente con-
junto de datos estaba cercano a cero.
Aparentemente, al mirar al gréfico, los
estudiantes solo buscaban un patrén
formado por una linea recta, y ademads
no parecian darse cuenta de que el co-
eficiente de correlaciéon de Pearson sdlo
puede indicar la presencia de relacio-
nes lineales.

La aplicacion impropia de la linealidad
en situaciones probabilisticas

Como se ha argumentado por muchos
autores (p. €j., Shaughnessy, 1992), el
dominio del razonamiento probabilisti-
co es muy sensible a la presencia de
todo fipo de ideas equivocadas, fala-
cias, sesgos, etc. Ademads, las nociones
de «probabilidad» y «proporcion» estan,
desde el punto de vista cognitivo e in-
tuitivamente, muy prdximas enfre si
(Fischbein & Gazit, 1984). «Dado que la
comparaciéon de probabilidades supo-
ne la comparacién de dos fracciones, el
razonamiento proporcional puede ser
considerado como una herramienta bé-
sica del razonamiento probabilistico»
(Lamprianou & Lamprianou, 2002, p.
273). Asi, no resulta sorprendente que
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muchos de los errores que aparecen en
el dominio de la probabilidad puedan
ser inferpretados como aplicaciones im-
propias de la proporcionalidad (Van Do-
oren, De Bock, Depaepe, Janssens, &
Verschaffel, 2003).

Un ejemplo tipico es la creencia equi-
vocada de los estudiantes de que la
probabilidad de tener al menos un éxi-
to en un juego de azar es proporcional
al nimero de intentos (p. €j., la proba-
bilidad de obtener «al menos un seis» en
un dado normal es de 1/6, la probabili-
dad utilizando dos dados es de 2 x 1/6,
con fresdados es 3 x 1/6, etc.). Este pro-
blema estd relacionado con el histérico
«problema del dadon: A tfravés de la ex-
perimentacion, de Méré conocia la ven-
taja de apostar al suceso «al menos un
seis en cuatro lanzamientos de dado» y
él dedujo que deberia ser igualmente
ventajoso apostar a «al menos un seis
doble en 24 lanzamientos de dos da-
dos». De 4 a 24 lanzamientos, el nime-
ro de posibilidades de alcanzar un re-
sultado favorable se multiplica por 6,
pero, del mismo modo, la probabilidad
de obtener un resultado favorable con
dos dados en vez de con uno, se divi-
de por 6, de modo que los dos efectos
se cancelan y la probabilidad perma-
nece igual.

Recientemente, la presencia de la ilu-
sion de linealidad en la aplicaciéon del
dominio del razonamiento probabilisti-
co ha sido investigada mas sistemati-
camente por Van Dooren y otros (2003).
Basadndose en una revision de la litera-
tura sobre ideas equivocadas sobre la
probabilidad, estos autores realizan un
inventario de aquellas ideas equivoca-
das que pueden estar relacionadas
conceptualmente con la ilusidon de li-
nedlidad. Elinventario contenia una am-
plia variedad de razonamientos errd-
neos, y también algunas ideas
equivocadas famosas e intensivamente

estudiadas y ofros fenébmenos anecdod-
ficos. Un ejemplo tipico es la conocida
«paradoja del cumpleanos» al estimar
la probabilidad de que al menos dos es-
fudiantes en una clase de 30 tengan el
mismo cumpleanos, muchos estudian-
tes consideran la razén entre el nUmero
de cumpleanos «disponibles» en la cla-
se (30) y el nimero de cumpleanos po-
sibles (365 en un ano no bisiesto), lo que
nos lleva a una probabilidad de 30/365
= 0.08, que es una subestimacion muy
baja para la probabilidad real. Estos es-
tudiantes asumen implicitamente una
relacion lineal entre el nimero de estu-
diantes de la clase y la probabilidad de
un doble cumpleanos, lo cual les con-
duciria de hecho «a la intuicién de que
deberia haber 180 estudiantes o mds
para que fuera igual de probable que
se produjera la coincidencia de dos
cumpleanos en un dia o que no»
(Shaughnessy, 1992, p. 480) porque
]80/365 = 1/2.

Van Dooren y otros (2003) también pro-
porcionaron evidencias empiricas siste-
maticas del exceso de dependencia de
los estudiantes de la linealidad dentro
de situaciones de probabilidad bino-
mial. Se demostré que los estudiantes
de 16 a 18 anos fienen por lo general
una buena capacidad de comparar si-
tuaciones de probabilidad binomial de
un modo cudlitativo (por ejemplo, en el
contexto de lanzar dados, entienden
que la probabilidad de obtener al me-
NOs un seis aumenta con el nimero de
infentos), pero al mismo tiempo, cuan-
fificaban incorrectamente esta intuicion
cualitativa sobre las relaciones lineales
entre las distintas cantidades (por ejem-
plo., en el mismo contexto, pensaban
que si el nmero de lanzamientos se du-
plicaba, la probabilidad de obtener al
menos un seis se duplicaba fambién).
Esta tendencia se manifesté con mucha
fuerza en todos los estudiantes implica-
dos en esta investigacion, incluso entre
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aquellos que ya se habian encontrado
con la distribucion de probabilidad bi-
nomial en su curriculo matemdtico.

De los patrones numéricos al dlgebra y
al cdlculo

Algunos estudios en el dmbito de los pao-
frones numéricos y la generalizacion al-
gebraica mencionan que los estudiantes
confian en exceso en ciertas propieda-
des de los modelos lineales. Stacey
(1989) estudié la modelizacién, que ho-
cian estudiantes de 9 a 13 anos, de po-
frones de la forma f(n) = an + b (con
b = 0) tales como el siguiente problema
de la «escalera» (Figura 1). Las respues-
tas equivocadas observadas con mas
frecuencia fueron debidas a la asuncion
de proporcionalidad en lugar de la de-
terminacién de la relaciéon afin correc-
ta entre el nimero de los escalones y el
ndmero de cerillas («niimero de cerillas»
=3 x «ndmero de escalones» + 2). Los es-
tudiantes hicieron uso de la propiedad
f(ka) = k f{a) de las funciones lineales (p.
ej., «para una escalera con 4 peldanos,
hace falta el doble de cerillas que para
una escalera con 2 peldanos»), de la
propiedad f{la + b) = f(a) + f(b) (p. €j..

—_—

—_—
—_—
———
[

¢ Cudntas cerillas hacen falta para hacer

«hacen falta 8 + 11 cerillas para hacer
una escalera con 5 (= 2 + 3) peldanos»)
o emplearon combinaciones de ambas
propiedades. Observaciones andlogas
del «error proporcional de multiplicacion»
(para emplear el término infroducido por
Linchevski, Olivier, Sasman, & Liebenberg,
1998) para problemas similares de ge-
neralizacion de patrones se pueden en-
contrar en olros muchos estudios (p. €.,
Linchevski y otfros, 1998; Sasman, Lin-

chevski, & Olivier, 1999).

Otros «errores de linealidad» parecidos
se han descrito en el campo del digebra
y en el del (pre)cdiculo. También en este
contexto, los estudiantes fienden a so-
bre-generalizar la propiedad f(a + b) =
f(a) + {b) y (ka) = k f{a) de las funciones
lineales a las funciones no lineales. Cual-
quier profesor de secundaria podria se-
guramente recordar ejemplos de estu-
diantes aplicando «propiedades» del
tipo: «la raiz cuadrada de la suma es
igual a la suma de las raices cuadra-
das», «el logaritmo de un producto es
igual al producto de los logaritmos, ...
Este tipo de errores ha sido discutido e
ilustrado por Berté (1993), Gagatsis y Ky-

riakides (2000) y Matz (1982).

Con 8 cerillas, puedo hacer una escalera
«— con 2 peldafos como ésta.

Con 11 cerillas, puedo hacer una escalera
«——— con 3 peldanos.

el mismo fipo de escalera con 4 peldanos?

¢, Cudntas cerillas se necesitan para hacer la escalera con 5 peldanos?

Figura 1. Problema de las escaleras utilizado por Stacey (1989, p. 148).
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La aplicacion injustificada de la
linealidad en diversos contextos
cientificos

Ademds de los muchos casos en los que
la proporcionalidad es aplicable en un
contexto cientifico (Spinillo & Bryant,
1999), hay también numerosos proble-
mas cientificos para los que no es apli-
cable un modelo lineal, pero para los
que se han propuesto soluciones linea-
les. Durante la edad media y el renaci-
miento, los cientificos sostenian firme-
mente varios principios bdsicos de la
fisica que habian sido establecidos por
Aristételes (Grant, 1977). En la teoria aris-
fotélica sobre la caida libre de los cuer-
pos, hay al menos dos asunciones injus-
tificadas de proporcionalidad. La
primera es la creencia de Aristoteles de
que un objeto que pesa 10 veces mas
que ofro debe caer 10 veces mds répi-
do que el ofro objeto, cuando se dejan
caer desde la misma altura. El segundo
es que los objetos caen a una velocidad
constante, lo que significa que la dis-
tfancia recorrida por un objeto podria ser
proporcional al tiempo de caida. (Y que,
p. €j., aun objeto le llevaria el doble de
tiempo alcanzar el suelo al dejarlo caer
desde el doble de alto). Fue sélo des-
pués de 1600 se demostrd que estas
asunciones impropias de proporcionali-
dad eran errdneas, precisamente cuan-
do Galileo Gadlilei llevd a cabo sus ex-
perimentos y los describid en sus Discursos
sobre dos nuevas ciencias (Galilei, 1638).
También en nuestros dias, suelen apare-
cer a menudo estudiantes que tienen
una vision aristotélica de la fisica (lo que
incluye las asunciones injustificadas de
proporcionalidad), y hay estudios que
han mostrado que esas concepciones
son muy fuertes y resistentes a la instruc-
cién (Ebison, 1993; Weller, 1995).

Ademads de en la fisica aristotélica, hay
tfambién otros ejemplos de uso injustifi-
cado de la linealidad en tareas de fisi-

ca. Anderson (1983) observé una «ten-
dencia general a la linealizacion» en
una tarea en la que se pedia a estu-
diantes universitarios que predijeran
cudnto avanzaria una bola en un plano
inclinado al ser golpeada por un pén-
dulo, como funcién del dngulo de osci-
lacién del péndulo (con dngulos de 10°,
20°, 30° efc.) y de la masa del péndulo
(con 1, 2, 3 o mdas pesas pegadas al
péndulo). Cuando las predicciones de
los estudiantes fueron representadas en
una gréfica, parecia gque las «curvas pre-
dichas eran mas rectas que las curvas fi-
sicas reales» (Anderson, 1983, p. 245).

Varios casos de razonamiento lineal
injustificado en geometria

En el dominio de la geometria, se ha
informado de varios casos de exceso
de dependencia de los estudiantes de
los modelos lineales. Por ejemplo, se
sabe gue frecuentemente se producen
razonamientos lineales incorrectos en
problemas sobre las relaciones entre los
angulos y los lados de las figuras geo-
méftricas (ver, p. ej., Bold, 1969; De
Block-Docgq, 1992; Rouche, 1992a). De
acuerdo con Rouche (1992a), muchos
estudiantes e incluso adultos piensan
que un angulo puede bisecarse o fri-
secarse mediante la aplicacién de las
construcciones sugeridas en la Figura
2. Ambas consfrucciones se basan en
asunciones impropias de linealidad. La
primera construccién asume una relo-
cién lineal entre un dngulo agudo vy el
lado opuesto en un triGngulo rectan-
gulo. La segunda construccion asume
una relacién lineal entre el dngulo su-
perior y la base de un friGngulo isésce-
les (0 entre un dngulo inscrito en un
circulo y su correspondiente cuerda).

Otros ejemplos de la ilusidon de lineali-
dad en el dominio de la geometria pue-
den encontrarse en la tesis doctoral de
De Block-Docq (1992). Ella describe vo-
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rios procesos de razonamiento errdne-
os todos basados en una aplicacién ina-
propiada de la proporcionalidad direc-
ta (o inversa) enfre cantidades no
proporcionales (p. €j., «El dngulo de un
dodecdagono regular puede obtenerse
dividiendo el dnguio de un hexdgono
regular por 6 y multiplicando este resul-

=

tado por 12», «Para construir un fridngu-
lo equilétero inscrito en una circunfe-
rencia, se debe tomar como lado del
fridngulo el diédmetro de la circunferen-
cia; un dodecdagono regular puede
construirse fomando como lado la mi-
tad del radio de la circunferenciar, De
Block-Docg, 1992, p. 199).

Figura 2. Construcciones de la biseccion y la triseccion de un angulo basadas
en asunciones erréneas de linealidad.

Uno de los casos mds conocidos vy fre-
cuentemente estudiados de uso inde-
bido de la linealidad por parte de los
estudiantes es el relacionado con los
problemas sobre el efecto que tiene el
agrandamiento o reducciéon de una fi-
gura sobre su drea o su volumen. El prin-
cipio que gobierna este tipo de proble-
mas es bien conocido: un aumento o
reduccién de cualquier figura geomé-
trica (cuadrado, circulo, cubo, figura
irregular,...) por un factor r, multiplica las
longitudes por un factor r, las areas por
un factor 2y los volimenes por un fac-
tor .

Como senalan varios autores (National
Council of Teachers of Mathematics,
1989; Outhred & Mitchelmore, 2000; Tier-
ney, Boyd, & Davis, 1990), alcanzar una
intuicién adecuada sobre las relaciones
antes indicadas entre longitudes, are-
as, y volimenes de figures similares, sue-

le ser lenfo y penoso, en las que los es-
fudiantes a menudo resultan desorien-
tados por la ilusion de linealidad, pen-
sando que si una figura se aumenta o
se reduce r veces, el drea y el volumen
se hacen r veces mayores o menores
tfambién. Hay un ejemplo famoso en el
didlogo de Platén «Mendn», en el que
a un esclavo se le pedia que dibujara
un cuadrado que tuviera el doble de
drea que un cuadrado dado y el es-
clavo propuso en primer lugar duplicar
el lado del cuadrado (ver Berté, 1993).
En el mismo sentido, leemos en los es-
tandares del NCTM gue «... la mayoria
de los estudiantes de 5.° de primaria a 2.°
de Secundaria creen incorrectamente
que si los lados de una figura se duplican
para producir una figura semejante, el
area y el volumen también se duplica-
rén» (National Council of Teachers of
Mathematics, 1989, pp. 114-115). En
otras palabras, los estudiantes fienden
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a ver las relaciones entre longitud y érea
o enfre longitud y volumen como linea-
les en lugar de, respectivamente, como
cuadrdticas o clbicas, y, en conse-
cuencia, aplican el factor de escala li-
neal en lugar de su cuadrado o cubo
para determinar el drea o el volumen
de la figura ampliada o reducida.

En los Gltimos anos, la idea equivocada
de que el drea y el volumen de una fi-
gura aumentan r veces cuando el lado
de la figura aumenta r veces, ha sido
extensivamente estudiada (De Bock,
Verschaffel, & Janssens, 1998, 2002b; De
Bock, Van Dooren, Janssens, & Vers-
chaffel, 2002a; De Bock, Verschaffel,
Janssens, Van Dooren, & Claes, 2003;
Modestou & Gagatsis, 2004). En una se-
rie de estudios experimentales de De
Bock y ofros (1998, 2002b, 2003), se ad-
ministraron a grupos numerosos de es-
tudiantes de 12 a 16 anos, pruebas es-
critas con problemas verbales
proporcionales y no proporcionales so-
bre longitudes, perimetros, éreas y vo-
l[dmenes de distintos fipos de figuras. Por
ejemplo, utilizaron el siguiente item no
proporcional sobre el drea de un cua-
drado: «El granjero Carlos necesita apro-
ximadamente 8 horas para abonar un
terreno cuadrado de 200 m de lado.
¢ Cudntas horas necesitard para abo-
nar un ferreno cuadrado de 600 m de
lado? La gran mayoria de los estudian-
tes (mas del 90% de los de 12 afos y mds
del 80% de los de 16 anos) fallaron en
este tipo de problemas por su alarman-
temente fuerte tfendencia a aplicar mé-
todos lineales. Incluso con considerable
ayuda (como la peticion de elaborar
un dibujo de la situacién del problema
antes de resolver el mismo o el suminis-
fro de un dibujo ya hecho en papel liso
0 cuadriculado), sélo unos pocos estu-
diantes hicieron el cambio a respuestas
correctas no lineales. Se encontrd que la
peticion de hacer un dibujo fue a me-
nudo desatendida y que los dibujos he-

chos rara vez se usaron de forma efec-
fiva. En los casos en los que los estu-
diantes hicieron un dibujo, éste era a
menudo una representacién de muy
baja calidad y, por tanto, no fue de
gran ayuda para encontrar la respues-
ta correcta. La Unica manipulacion ex-
perimental que tuvo algdn impacto sig-
nificativo sobre los estudiantes fue el
replanteamiento de los problemas de
valor faltante como problemas de com-
paracion (p. ej., para el item mencio-
nado anteriormente: «Hoy, el granjero
Carlos ha abonado un terreno cuadra-
do. Manana, tiene que abonar otro te-
rreno cuadrado con el lado el friple de
grande. ¢ Cudnto tiempo necesitard
aproximadamente para abonar este te-
rreno?). En este caso, el nUmero de res-
puestas correctas aumentd del 23% (en
el grupo que recibié problemas de va-
lor faltante) hasta el 41% (en el grupo
en gue se pasaron problemas de com-
paracion). Resulta también remarcable
que, cuando como consecuencia de
la ayuda proporcionada en estos estu-
dios, los estudiantes descubrieron que
algunos de los problemas no eran line-
ales, comenzaron a aplicar métodos no
lineales a problemas lineales fambién.
En un estudio posterior con entrevistas
en profundidad, De Bock et al. (2002)
frataron de desvelar los procesos de re-
solucién de problemas y los mecanis-
mos subyacentes a los hallazgos de los
estudios de papel y lapiz. Este estudio
indicé que:

— Lamayoria de los estudiantes utiliza-
ron un modelo proporcional de for-
ma espontdneaq, casi intuitiva (en el
senfido de Fischbein, 1987) no siendo
conscientes de su eleccidn de un
modelo proporcional, mientras que
otros estaban realmente convenci-
dos de que las funciones lineales
eran aplicables «en todas partes»;
Muchos estudiantes mostraron limi-
tfaciones en su conocimiento geo-
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métrico (p. €j., la creencia errénea
de que el concepto de drea sélo se
aplica a las figuras regulares, o que
una figura aumentada en tamano y
semejante a ofra no aumenta ne-
cesariamente en la misma propor-
cién en fodas sus dimensiones);

Muchos estudiantes tenian hdbitos
inadecuados, creencias y actitudes
hacia la resolucion de problemas
aritméticos verbales en el contexto
escolar (p. €j., la creencia de que los
dibujos no sirven de ayuda, que la
primera solucion es siempre la mejor,
etc.), que demostraron ser un abono
fértil para un proceso de modeliza-
cién superficial o deficiente. A me-
nudo, esto impedia a los estudiantes
desenmascarar por inadecuado su
solucién proporcional, y descubrir la
solucién correcta al problema.

La busqueda de

las raices de la ilusién
de linealidad

Hasta agqui, hemos hecho una revision
de una amplia variedad de diferentes
apariciones de la ilusion de linealidad,
segln las hemos identificado en la lite-
ratura sobre educacion matematica y
cienfifica y en nuestras propias investi-
gaciones experimentales. Ellas ilustran
el cardcter generalizado del fendmeno
del razonamiento proporcional ilicito
que afecta a estudiantes de un amplio
rango de edades en diversos dominios
de contenido. El objetivo de la presen-
te seccién es identificar los diferentes
factores explicativos de las ilusiones de
linealidad de los estudiantes. Sosten-
dremos que los elementos explicativos
pueden dividirse en tres categorias prin-
cipales: (1) elementos relacionados con
la linealidad/proporcionalidad como
tal, su cardcter intuitivo, su simplicidad y
presencia en la vida diaria, (2) elemen-

tos relacionados con las experiencias
de los estudiantes en el sistema escolar
formal, y (3) elementos relacionados con
el dominio matematico o cientifico es-
pecifico en el que el fendmeno se pro-
duce.

Linealidad, intuitividad y situaciones de
la vida diaria

La primera y mds importante razdn para
la aparicion del exceso de dependen-
cia de las relaciones lineales parece ser
su cardcter intrinsecamente simple y
auto-evidente. Como indicaba Rouche
«Es la idea de proporcionalidad la que
primero viene a la mente, porque No
hay duda de que no hay funciones mds
simples que las lineales» (Rouche, 1989,
p. 17). No resulta sorprendente que,
para muchos estudiantes, un razona-
miento del fipo «k veces a, k veces b»
se impone casi de forma natural en un
amplio rango de situaciones. En la en-
trevista en profundidad realizada en su
investigacién, De Bock et al. (2002a) olbo-
servaron que los estudiantes emplea-
ban un modelo lineal inmediatamente,
espontdneamente y con mucha con-
fianza en su correccion, sin ninguna ne-
cesidad de ofrecer una justificacion. Al
mismo fiempo, fue virftualmente imposi-
ble para la mayoria de los estudiantes
en esta investigacion explicar por qué
el modelo lineal empleado era apro-
piado para aquella particular situacion
problema. También Stacey (1989, p. 162)
escribid que «los modelos asociados con
la proporcionalidad directa se insinua-
ban a los estudiantes por poderosas ra-
zones cognitivas. Cuando se encuentra
una idea asi, los estudiantes pueden
mostrarse reticentes a cuestionarla, tan-
to por su efectividad proporcionando
respuestas (una respuesta es mejor que
nada) como por su simplicidad».

Estas caracteristicas del razonamiento
lineal impropio parecen muy similares al
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concepto de intuicidn en el trabajo de
Fischbein (1987), que describid el cono-
cimiento intuitivo cono un tipo de cog-
nicidn inmediata, implicita, evidente en
si misma, que conduce de forma coer-
citiva generalizaciones, produce gran
confianza y a menudo persiste a pesar
del aprendizaje formal. Nuestras infui-
ciones son resistentes al cambio por que
estan profundamente relacionadas ala
totalidad de nuestro sistemna adaptativo,
gue consiste en esquemas. Un esque-
ma es definido por Fischbein (1999, p.
39) como «un programa que permite al
individuo a) almacenar, procesar, con-
frolar e integrar mentalmente informa-
cién, y b) reaccionar significativa y efi-
cientemente a los estimulos del
enforno». Fischbein consideraba la pro-
porcionalidad como un esquema de
este tipo, y comentaba lo siguiente so-
bre el aumento de su impacto con la
edad de los estudiantes:

«El esquema de proporcionalidad es,
en la terminologia piagetiana, un es-
gquema operacional, esto es, muy
general e influyente. Se desarrolla
con la edad y en su forma cuantita-
tiva plena se manifiesta durante la
etapa de las operaciones formales.
Juntfo alimpacto de otros esquemas
infelectuales, el esquema de pro-
porcién profundiza su impacto sobre
el razonamiento del individuo, como
efecto de la edad» (Fischbein, 1999,
p. 45).

A pesar de que arriba se sugiere que el
esquema de proporcionalidad gana in-
fluencia a edad mas tardia y — como
defenderemos mds adelante— la es-
colaridad puede jugar un papel impor-
tante en este desarrollo y las primeras
versiones de los modelos proporcionales
parecen aparecer ya bastante antes
de adquirirse en la educacion (ver sec-
cién 1). Puede sostenerse firmemente
que los razonamientos de Aristételes (en

el desarrollo de su teoria fisica) o del es-
clavo en el didlogo «<Mendn» de Platdn
fueron un producto de la educacioén
matemdtica escolar. Lo mismo ocurre
probablemente con los estudiantes de
segundo y tercero de educacion pri-
maria del estudio de Van Dooren y ofros
(2005) que ya dieron numerosos ejem-
plos de respuestas proporcionales ilici-
tas aunque el tfema de la proporciona-
lidad no habia sido fodavia tratado
sistemdticamente en la escuela. Podri-
amos argumentar que varias de las ex-
periencias mds primitivas que los hu-
manos afrontan (como el conteo de
objetos, en el que se utiliza nuestro sis-
tema de numeracion) son ya inheren-
tfemente lineales, y muchas aplicacio-
nes de las matemdticas a la vida diaria
estan basadas también en la propor-
cionalidad (Spinillo y Bryant, 1999).

Los efectos de la escolaridad

A pesar de que el parrafo anterior su-
giere gque hay una tendencia «natural»
a razonar proporcionalmente, hay una
amplia evidencia de que la educacién
matemdtica tiene un impacto en su pos-
terior desarrollo.

Un primer elemento en la escolaridad
es gue —en ciertos momentos del curri-
culo de matematicas— se pone una
atencioén extensiva y casi exclusiva en
la linealidad o en alguna de sus propie-
dades. A menudo, esto sucede sin que
se atienda explicitamente al dominio
de aplicabilidad de este concepto o
sus propiedades. Las consecuencias de
esto se muestran, por ejemplo, en el es-
tudio de Van Dooren y otros (2005). Se
descubrié que habia un aumento con-
siderable del nUmero de respuestas pro-
porcionales ilicitas desde tercero de pri-
maria a quinto, es decir, durante el
periodo en el que se produce una aten-
cion extensiva a la adquisicion del es-
quema de linealidad. Para algunos pro-
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blemas, se llegd incluso a constatar que
los estudiantes de tercero de primaria
daban mds respuestas correctas que los
de quinfo y sexto, debido a la tenden-
cia en estos Ulfimos cursos a utilizar el ro-
zonamiento lineal en «cualquier situa-
cién. Sus datos sugieren que, con
respecto al razonamiento proporcional,
los estudiantes adquieren una «destre-
za rutinaria» en lugar de una «destreza
adaptativa» (Hatano, 1988). Esto enfa-
tiza la importancia de enfocar las ma-
temadticas desde una perspectiva ge-
nuina de modelizacién (Blum y ofros,
2002; Lesh y Lehrer, 2003), y hacerlo des-
de el inicio de la educacién primaria
(ver, p. €j., Usiskin, 2004). A medida que
se van tratando algunos conceptos bd-
sicos como la multiplicacion, la division,
la proporcionalidad directa e inversa,
debe enfatizarse inmediatamente en la
capacidad de dichos conceptos para
modelizar algunas situaciones y su in-
capacidad para modelizar otfras. Pue-
den utilizarse situaciones protfofipica-
mente claras para desarrollar la destreza
de los estudiantes en el reconocimien-
to y aplicacion fluida de nuevos proce-
dimientos (o estrategias), pero regular-
mente, delben alternarse con ejercicios
que relacionen situaciones del mundo
real con modelos matemdaticos y refle-
xionar sobre esta relacion (Verschaffel y
otros, 2000).

En relaciéon con el primer elemento esté
la observacion de que en el curriculo
habitual de matematicas, el razona-
miento proporcional se practica princi-
palmente por medio de los llamados
problemas de valor faltante. En este tfipo
de problemas, se dan tres nimeros (a, b
y C), y se pide al resolutor que determi-
ne el valor desconocido x. En un pro-
blema de proporciones, esta incognita
x es la solucién de una ecuacién de la
forma a/b = ¢/x. La mayoria de las ta-
reas de razonamiento proporcional que
los estudiantes se encuentran en los cur-

s0s superiores de la educacion primaria
estén formuladas en el formato de va-
lor faltante. Muchos libros de texto fra-
dicionales incluso tienden a confiar ex-
clusivamente en este formato de
problema para aumentar y evaluar el
dominio que tienen los estudiantes del
razonamiento proporcional (Cramer et
al., 1993). Al mismo tiempo, los proble-
mas gue no son de proporcionalidad
planteados en el formato de valor fal-
tante son muy inhabituales. La investi-
gacién de De Bock y otfros (2002b) con-
firmd empiricamente que el formato de
valor faltante es un factor explicativo
importante para la aparicion y persis-
tencia de la ilusién de linealidad. Se
paso a estudiantes de 12 a 16 anos una
serie de problemas de proporcionalidad
y ofros que no eran de proporcionali-
dad. A la mitad de ellos se les plantea-
ron los problemas en el formato tradi-
cional del valor faltante, mientras que
a los ofros estudiantes se les plantearon
problemas matemdaticamente equiva-
lentes, pero replanteados como «pro-
blemas de comparaciéon». Mientras que
en el formato tradicional de valor fal-
tante, sélo el 23% de los problemas que
no eran de proporcionalidad fueron re-
sueltos correctamente, este porcento-
je aumentd significativamente hasta un
41% de respuestas correctas en el for-
mato de comparacion.

Finalmente, la escolaridad formal tam-
bién moldea las destrezas de resolucion
de problemas (matematicos) de los es-
tudiantes y sus hdbitos en general, y es-
tas destrezas y hdbitos juegan un papel
indiscutible en la aparicion o en la pre-
vencion del exceso de dependencia
de la linealidad. Varias investigaciones
(para una revisién, ver Verschaffel y
otros, 2000) han mostrado que los estu-
diantes a menudo perciben la resolu-
cién de problemas matematicos (ver-
bales) como una actividad del fipo de
un puzzle con poca o ninguna relacion
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con el mundo real. De acuerdo con
esto, tienden a utilizar claves superfi-
ciales para decidir qué operacién es ne-
cesaria en el contexto de un determi-
nado problema. No resulta sorprendente
que la gran mayoria de los estudiantes
de educacion primaria tiendan a apli-
car métodos proporcionales a proble-
mas del tipo: «1 camisa tarda 15 minu-
tos en secarse en el tendedero. ¢ Cudnto
tardardn en secarse 3 camisas? (ver, p.
gj.. Van Dooren y otros, 2005). En estos es-
fudios, se muestra también que los es-
tfudiantes se muestran reticentes a em-
plear algunos heuristicos mas potentes
para la resoluciéon de problemas (es de-
Cir, parece que nunca han aprendido
a hacer o utilizar un esquema o dibujo
para enfrentarse a un problema no ftri-
vial) y muestran importantes deficien-
cias en su conocimiento y destrezas me-
tacognitivas (lo que conduce a una
pobre auto monitorizacién durante la
resoluciéon del problema, a ser répida-
mente satisfechos por una solucioén,
etc.).

El papel de los elementos de conteni-
do especifico

Los elementos explicativos para la ilu-
sion de linealidad que hemos descrito
en las secciones precedentes eran to-
dos generales. Pero en muchos casos,
tfambién los elementos de contenido es-
pecifico juegan un papel en la tenden-
cia de los estudiantes a usar impropia-
mente los modelos lineales. Es dificil
describir exhaustivamente todos los ele-
mentos de contenido especifico que
pueden jugar un papel en el razonao-
miento proporcional impropio. Nos limi-
taremos a mostrar el papel de cuestio-
nes relacionadas con el contenido
especifico en cdémo se causa o facilita
el fendmeno para algunos casos.

La mayor parte de nuestra investigacion
empirica relativa a la ilusion de lineali-

dad estd relacionada con el efecto de
un aumento o una disminucién de una
figura geométrica sobre su drea o su vo-
lumen (De Bock y otros, 1998, 2002a,
2002b, 2003). Varios autores (Outhred y
Mitchelmore, 2000; Tierney y otros, 1990)
indican que la ilusidén de linealidad se
debe en parte a las dificultades de los
estudiantes en la adquisiciéon de las no-
ciones de drea y volumen (p. €j., a la
confusién de dreq, volumen y perime-
fro; ala asociacion del drea exclusiva-
mente con la férmula de «largo x an-
cho», etc.). Por ejemplo, Tierney y otros
(1990) encontraron que los maestros en
formacién tenian dificultades en el cam-
bio entre las unidades lineales (como el
metro) y las unidades de drea (como
los metros cuadrados), lo que puede
indicar que no captan el caracter bidi-
mensional del concepto de area. Tam-
bién De Bock y otros (2002a) encontro-
ron estudiantes de 12 a 16 anos con
dificulfades con la nocién de area (p.
ej., creyendo que sdlo las figuras regu-
lares tienen dreq, o que la cantidad de
pintura para cubrir la superficie de una
figura depende del perimetro o del vo-
lumen) y con los principios que gobier-
nan las semejanzas (muchos estudian-
tes pensaban que una figura que
aumentaba de tfamano manteniendo
la forma, no necesariamente aumen-
taba en la misma proporcion todas sus
dimensiones).

Tampoco en el dominio de la probabi-
lidad, los elementos de contenido es-
pecificos pueden ser ignorados. Como
hemos senalado con anterioridad, las
ideas equivocadas profundamente en-
raizadas son ubicuas en el dominio del
razonamiento probabilistico, y la histo-
ria de la probabilidad estd repleta de
matemadticos que han cometido erro-
res. Ademads, «probabilidad» y «propor-
cién» son conceptos muy relacionados,
de modo que muchos errores son sus-
ceptibles de atribuirse al razonamiento
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proporcional. Finalmente, es algo cao-
racteristico del dominio de la probabili-
dad que —a pesar de que las situacio-
nes probabilisticas obedecen ciertas
leyes matemdaticas claramente distin-
guibles— siempre se estd tratando una
incertidumbre infrinseca. Esto implica
gue la informacién inmediata y con-
cluyente sobre los resulfados de nues-
tras suposiciones (sean injustificadas o
Nno) no suelen estar disponibles, porque
la realidad concreta se basa en un pro-
ceso aleatorio. Asi, puede ilustrarse de
forma sencilla y muy concreta que el
area de un circulo no se duplica si el
didmetro se duplica, pero es mucho mds
dificil ilustrar de forma concreta que la
probabilidad de obtener al menos un
seis no se duplica si el nimero de lan-
zamientos con un dado se duplica. En
este caso, se debe recurrir o bien a un
razonamiento abstracto y a calculos for-
males (ambos de los cuales requieren
bastantes conocimientos especificos del
contenido y son propensos a muchos
errores) o a simulaciones con un gran
ndmero de intentos (que siempre corren
el riesgo de que los datos puedan ac-
cidentalmente no producir la evidencia
necesaria).

El papel de (las deficiencias en) cono-
cimienfo de contfenido especifico pue-
de mostrarse facilmente también en
otras apariciones de la ilusion de linea-
lidad. Por ejemplo, para responder co-
rrectamente a un problema aritmético
tan simple como «El mejor fiempo de
Juan en los 100 metros es de 17 segun-
dos. ¢ Cuénto tardard en recorrer 1 kild-
metro?» (Greer, 1993; Verschaffel y ofros,
1994, 2000), uno debe saber que un co-
rredor llegard a cansarse y serd incapaz
de mantener su méxima velocidad du-
rante un largo periodo de tiempo. Y es
comprensible que Aristételes pensara
incorrectamente que un objeto mas pe-
sado caeria mas rapido que un objeto
mas ligero, porque probablemente no

fuera consciente del papel que la resis-
tencia del aire jugaba en sus observa-
ciones. Sin embargo, esto no explica por
qué él fradujo su juicio de «mds peso-
menos tiempo de caida» en una rela-
cién proporcional entre el peso y la ve-
locidad de caida de un objeto,
estableciendo gque un objeto 10 veces
mas pesado que otro caeria 10 veces
mds répido que el ofro objeto.

Comentarios Finales

En este trabagjo, hemos mostrado que las
aplicaciones licitas de la linealidad estén
ubicuamente presentes in los razona-
mientos de los estudiantes en diversos
dominios de la matematica vy las cien-
cias, y que en sus raices subyace una in-
teraccion compleja de distintos ele-
mentos explicativos. Considerando que
probablemente cada error de linealidad
estd en parte causado por deficiencias
en el conocimiento del contenido es-
pecifico de los estudiantes, parece ha-
ber tfambién procesos mds generales en
juego, que conducen al estudiante ala
solucioén lineal —en vez de a otra solu-
cion errdbnea— en fodos estos casos.
Kahneman, Slovic y Tversky (1982) hicie-
ron una distincion muy practica entre las
explicaciones positivas y negativas de
los errores de juicio en las situaciones pro-
babilisticas, y podemos sostener que esta
distincién es valida también para los erro-
res de juicio en todos los dominios de las
matematicas y las ciencias: «Un andlisis
positivo se centra en los factores que
producen una determinada respuesta;
un andlisis negativo explica por qué no
se dio la respuesta correcta» (Kahneman
y otros, 1982, p. 504-505). Ellos continGan
indicando que «un andlisis positivo de los
errores es mas practico cuando la misma
heuristica explica juicios en un conjunto
variado de problemas donde se incum-
plen diferentes reglas normativas» (p.
505).
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Con este trabagjo, hemos intentado se-
nalar que la aplicacién ilicita de la pro-
porcionalidad es un mecanismo que
puede explicar gran variedad de erro-
res cometidos por estudiantes de dife-
rentes edades en dominios muy diver-
sos de las matemdaticas y la ciencia, y
por lo fanto puede considerarse como
un «andlisis positivo» de los errores de
los estudiantes. Comprender los me-
canismos subyacentes en las ideas
equivocadas de los estudiantes es un
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importante primer paso en su correc-
cién o prevenciéon mediante una en-
senanza adecuada. Esperamos que
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