Fenémenos que organizan el
limite: diseho de un instrumento

Maria Teresa Sanchez Compaiia, Francisco Javier Claros Mellado y
Moisés Coriat Benarroch
Universidad de Granada

Resumen

En este documento presentamos los
pasos seguidos para la elaboraciéon de
un instrumento destinado a detectar los
fenémenos de aproximacion intuitiva'y
retroalimentacion, presentes en el limite
finito de una sucesion, en las respuestas
y justificaciones de los alumnos. Una
prueba pilofo se administrd a alumnos
de 2.° de bachillerato de ciencias socia-
les y ha servido de base para obtener
una serie de conclusiones las cuales nos
han permitido elaborar un nuevo cues-
tionario. El documento presenta los
enunciados de las nuevas cuestiones,
las cuales han sufrido ciertas modifica-
ciones respecto a las originales, de
acuerdo con los resultados obtenidos
en la prueba piloto. El ditimo apartado
recoge las perspectivas y objetivos que
se pretenden obtener con dicho cues-
tionario.

Palabras clave

Limite, sucesion, fendmeno, cuestiona-
rio, alumnos.

Abstract

In this document we present several
steps intfended to build an instrument
oriented to detect the so called intuitive

approach and feedback phenomena
organising the concept of limit of a set.
A test was administered to students of
the second course of high school of
Social Sciences, and served as a basis
to obtain conclusions for a definitive
questionnaire, which, hopefully, will allow
for the development and affainment as
our PhD works. We show the statements
of the new questions, and explain the
differences with the former questionnai-
re, in agreement with the results obtai-
ned in the test pilot. Te last section
gathers the perspective and purposes
of the instrument.
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Introduccion

Nuestro andlisis fenomenoldgico (Puig,
1997) del concepto de limite pone al
descubierto la presencia de dos feno-
menos especificos de diferente natura-
leza, a los que hemos denominado
genéricamente aproximacion intuitiva
y retroalimentacion.

Los fendmenos de aproximacion intuiti-
va y de refroalimentacion o ida-vuelta
presentes en el limite de sucesiones y de
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funciones ya fueron descritos en Huesca
(Claros, Snchez y Coriat, 2006). En este
documento explicamos solamente, los
fenébmenos asociados al concepto de
limite de una sucesion.

Aproximacion simple intuitiva (asi). Se
consideran k términos ordenados (gene-
ralmente consecutivos) de una suce-
sion: (1, ay), (2, ay).... k, ay).

Fendmeno observado: Al inspeccionar
la secuencia de valores a,, a....,ql, pare-
cen acercarse a un valor.

Modelo: En la sucesion (1, 2/1), (2, 2/2),
@B, 2/3),(4,2/4).,.... el término 2/n pare-
Ce acercarse d cero a medida que n
crece.

Fenémenos de retroalimentacién en
sucesiones (ivs). Se considera una suce-
sion (n, a,) y la definicién de limite de
una sucesion. Fendmenos observados
con ayuda de la sucesidn y de la defi-
nicién:

1. Se afirma la existencia de una fun-
cidn natural de variable real (g, N(e)).

2. Se construye efectivamente dicha
funcion.

Modelo: Partiendo la sucesidn (n, 1/n) se
construye la funcion (e, E(1/e) + 1) don-
de E designa la funcidén parte entera.

Hemos buscado la evidencia empirica
de estos fendmenos en los libros de tex-
fo y esperamos proximamente presen-
tar un informe al respecto. En un estudio
sobre libros de textos del periodo 1990-
2005 (periodo LOGSE), que fue presentao-
do en la X SEIEM se observé la presen-
cia de estos fendémenos en los libros de
texto, y se mostraron casos concretos de
presencia de los fendbmenos asi e ivs en
el sistema de representacion verbal y en
el formato definicidén. También hemos
buscado una evidencia empirica de

estos fendmenos en las producciones de
los alumnos. La conjetura es simple: si los
profesores usan actualmente como ins-
frumento principal de trabajo el libro de
fexto, y en los libros de texto estan pre-
sentes los fendmenos descritos anterior-
mente, los alumnos los empleardn en sus
respuestas y justificaciones.

La prueba piloto tuvo, como objetivo
principal, el de observar la presencia de
estos fendmenos en las respuestas
dadas por los alumnos a las cuestiones
presentadas.

1. Elaboracién
del instrumento

Para la produccidon de la prueba defini-
fiva que se administrard a los alumnos,
se dieron los siguientes pasos:

— Elaboracién de un cuestionario ini-
cial, compuesto por 12 preguntas.

— Revisidn del cuestionario inicial por
los expertos.

— Elaboracién de la prueba piloto,
teniendo en cuenta la consulta rea-
lizada a expertos.

— Realizacidn del cuestionario por par-
te de los alumnos.

— Estudio critico de las respuestas para
decidir el cuestionario definitivo.

Describiremos esfos pasos y las razones
que los justifican.

Este apartado lo hemos dividido en tres
partes: diseno inicial de la prueba, con-
sulta a expertos y resultado de Ia consul-
ta a expertos. En el apartado 2 se des-
criben con detalle los otros pasos.

Elaboracion de un cuestionario
inicial

1.1.

En Claros, Sanchez y Coriat (2006), pre-
sentamos un resumen de un estudio
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mucho mds amplio sobre libros de fex-
to, en el que observamos la presencia
de los fenémenos de aproximacion intui-
tiva y refroalimentacion en los lioros del
periodo LOGSE (1990-2005). Este docu-
mento presentd solamente resultados
relativos al periodo LOGSE, pero en el
estudio completo, se habian considera-
do diferentes periodos educativos y se
habia analizado la presencia de los
fenémenos asi e ivs, en cada uno de
ellos. Para la elaboracién de este estu-
dio sobre libros de texto, se fomd como
referencia el documento de Sierra Vaz-
quez, M., Gonzdlez Astudillo, M. T.y
Lopez Esteban, C. (1999).

En el documento Claros, Sédnchez y
Coriat (2006), sehaldbamos la mayor
presencia de los fendbmenos de aproxi-
macién intuitiva en detrimento de los
fendmenos de retroalimentacion o ida-
vuelta.

Esto condujo a observar, en las produc-
ciones de los alumnos, los fendmenos
de aproximacién intuitiva. Elegimos
como fenémenos: asi verbal ejemplo,
asi grafica ejemplo y asitabular ejemplo
y descartamos los de asisimbdlica ejem-
plo porque no encontramos ningdn
ejemplo de ella en los libros analizados
del periodo LOGSE.

La elaboracion del cuestionario inicial,
tuvo en cuenta las siguientes variables:

1.° Se distinguid entre sucesion crecien-
te y sucesion decreciente, porque
consideramos que el cardcter cre-
ciente o decrecienfe de una suce-
sién podria influir en las respuestas
obtenidas. Pretendiamos, por lo fan-
to, detectar casos como el siguien-
te: un alumno dice que la sucesion
1/n decrece siempre y su limite por
lo tanto es -e, mientras que la suce-
sidn 3-1/n crece y su limite es 3 por-
que nunca llega a pasar de 3.

2.° Se distinguid entre enunciado mate-
matico y enunciado de la vida coti-
diana, porgue los enunciados del
Gltimo fipo ayudan a los alumnos a
ver la aplicaciéon de los conceptos
matematicos y esto puede hacer
que se impliquen mds en sus respues-
tas.

Una cuestiéon importante relativa a
los sistemas de representacion, es
seleccionar cuales son mas adecuo-
dos para el concepto de limite (Rico,
2000). Se presentaron cuestiones en
las que se emplearon los sistemas de
representacion verbal, grafico y
tabular. En los enunciados aparecie-
ron los fendémenos de aproximacion
intuitiva verbal, grafica y tabular, por
las razones comentadas anterior-
mente.

Todas las sucesiones presentadas tie-
nen limite finito, y ademas es Unico.
Esto es un requisito de nuestra inves-
tigacién (ver el apartado «enuncia-
dos de las preguntas»).

Una vez elaborado el cuestionario ini-
cial se pidi6 a un grupo de expertos que
lo evaluaran.

1.2. Consulta a expertos

Para avanzar en la prueba piloto, se
suministrd una copia a 5 profesores del
departamento de matemdticas del IES
José Hierro, donde uno de nosotros
(JCM) gjerce. El departamento esta for-
mado por mds profesores, pero sola-
mente hay 5 que se han ocupado en
algin momento de ensenar el concep-
o de limite de una sucesion.

A la entrega del cuestionario se les hace
una aclaracién previa: no se trata de
examinarlos a ellos, sino de ver si las pre-
guntas del cuestionario son «adecua-
das» para el estudio del concepto del
[imite de una sucesion. A los profesores
se les presentan 12 preguntas; entre las

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacion, 2007, Monografia IX, pp. 49-68
ISSN: 1579-3141

51




Maria Teresa Sdnchez Compaiia, Francisco Javier Claros Mellado Y Moisés Coriat Benarroch

relativas a «problemas de |a vida diaria»
en los que aparece el concepto de limi-
fe de una sucesion, se les pide que ano-
fen sus sugerencias en el propio cues-
fionario. En ningln momento se les
explicd nada relativo a los fenémenos
que deseamos observar, sdlo se pidié la
«adecuaciéon» de las cuestiones enun-
ciadas.

El término «adecuada» es usado de
manera intencionadamente genérica,
para dejar un campo abierto a sus posi-
bles criticas.

1.3. Resultados de la consulta a
expertos

Como consecuencia de las considera-
ciones de los expertos, extrajimos las
siguientes conclusiones:

1) Suprimir los «problemas de la vida
real», ya que ponian en juego conno-
taciones que no parecen necesarias
para nuestro estudio. Por ejemplo: en
un problema sobre economiaq,
empledbamos el enunciado:

El enriquecimiento de una persona
sigue la siguiente sucesién, medida
en millones de euros:

89, 8799, 87999, 89999 .. . .
Segln este ejemplo deberiamos
manejar infinitas cifras decimales,
pero no fiene sentido hacer esto, ya
que las cifras a partir del octavo deci-
mal son despreciadas en economia.
Suprimir la distincién entre sucesién
creciente y decreciente, porque los
profesores expertos consideraron que
las tareas en las que se distinguia en
un mismo sistema de representacion
enfre sucesion creciente y decrecien-
fe, no discriminaban sobre el con-
cepto propiamente dicho.

Eliminar el término general, de aque-
llas preguntas en las que aparecia,
para evitar gue los alumnos empleen
teoremas sobre el cdlculo de limites,

2

3)

en lugar de usar el sistema de repre-
sentacion que a continuacién se les
presentaba.

Teniendo en cuenta estos resultados el
cuestionario definitivo quedd reducido
a tres cuestiones:

En la primera se empleo el fenémeno
asi grdfico, en la segunda el fenémeno
asitabular y en la tercera el fenémeno
asi verbal. Esta tarea se enuncia sélo
con palabras, y consta de dos aparta-
dos. En el primero emplearemos el fend-
meno asiverbaly en el segundo el fend-
meno de ida-vuelta verbal. Queriamos
saber con esta pregunta si era posible
detectar este fendmeno de retroalimen-
tacion, por considerarlo muy cercano
alo gue normalmente se explica en las
clases.

2. La prueba piloto

La prueba piloto es la antesala de un
Cuestionario mucho mds perfilado y que
se pasard a una muestra mas amplia,
en el mes de Marzo o Abril de 2007. La
muestra no serd representativa y esta-
rd formada por alumnos de 1.° y 2.° de
bachillerato tanto de ciencias sociales
como de ciencias de la salud y bachi-
llerato tecnolédgico, de diferentes insti-
tutos de la comunidad de Madrid.

La administracion de la prueba piloto
estd destinada a detectar los posibles
errores que se hayan cometido en dife-
rentes aspectos: redaccion del enun-
ciado de la pregunta, preguntas que
den demasiada informacién al alumno
sobre su posible respuesta, preguntas
alejadas de la realidad matematica
educativa, etc. Ademds de estas con-
sideraciones, la prueba piloto tiene una
serie de objetivos relativos a los fenéme-
nos de aproximacion intuitiva y de retro-
alimentacién en sucesiones.
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Este apartado se ha estructurado en cin-
Co secciones:

2.1. Descripcion de la muestra.

2.2. Cuestionario y estudio de las res-
puestas obtenidas.

2.3. Resumen grafico de los datos obte-
nidos.

2.4. Ejemplos de respuestas dadas por
los alumnos.

2.5. Conclusiones.

2.1. Descripcion de la muestra

La prueba piloto se ha pasado a ocho
alumnos de 2.° de bachillerato de cien-
cias sociales, del IES José Hierro de Geta-
fe (Madrid). El criterio de seleccién de
la muestra fue el siguiente: «se eligieron
aquellos alumnos que estaban traba-
jando en clase de manera individual».
Se eligid este criterio, dejando fuera de
esta seleccion a 7 alumnos que esta-
ban sentfados en grupos de fres y de
dos, como un criterio de seleccion que
no alferase el ritmo de la clase. De esta
manera, un grupo de 8 alumnos realizd
un cuestionario, que No era un examen,
porque no lo hacian todos, y los otros
hicieron los ejercicios de clase manda-
dos por el profesor. Se pretendié crear
ante la prueba un clima de naturalidad,
como un ejercicio de clase. La clase
estaba compuesta por 15 alumnos y hay
que resenar el interés que mosfraron
sobre las cuestiones presentadas.

Se pidi6 que rellenaran unos datos de cla-
sificaciéon, necesarios para conocer su tra-
yectoria escolar. Los datos solicitados fue-
ron: nombre, curso, centro, nota de
matemdticas en el curso anterior, edad,
sexo, asignatura de matemdaticas que cur-
san, v libro de texto que estaban mane-
jondo. Se pregunté sirepetian curso o no.

Los resultados arrojaron los siguientes
datos:

— Hay solamente un repetidor.

— El libro que manejan es de la edifo-
rial S. M. (Anzola Gonzdlez, M. y Viz-
manos Buelta, J. (2002) «Algorifmo,
matematicas aplicadas a las cien-
cias sociales 2 »)

El rango de notas varia entre 5-7.
Ademds hay un alumno que el ano
pasado no se presentd a ninglin exa-
men de Matemdaticas (alumno repe-
tidor). Dos alumnos no contestaron
a esta pregunta.

2.2. Cuestionario y estudio de las
respuestas obtenidas
2.2.1. Objetivos

Objetivos generales. Los objetivos gene-
rales de este cuestionario son:

1. Detectar la presencia de los fendme-
nos de aproximacioéon intuitiva en
sucesiones, en las respuestas de los
alumnos.

2. Poner de manifiesto que los alumnos
no manejan los fendémenos de retro-
alimentacion en sucesiones.

3. Observar si los sistemas de represen-
tacién usados en los enunciados de
las preguntas (verbal, grafico y tabu-
lan), tienen alguna influencia en las
respuestas de los alumnos.

4. Detectar errores debidos a la mala
elaboracién del cuestionario.

Objetivos especificos. Ademds de estos
objetivos generales, cada pregunta
tenia un objetivo especifico bien defini-
do que ayudaba a la consecucion de
los objetivos generales definidos antfe-
riormente. Estos objetivos especificos se
enuncian a confinuacion:

1. El objetivo de la primera cuestion es
observar si el alumno tiene una «visidn
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intuitiva» del concepto de limite
expresada a fravés de la aproxima-
cién simple intuitiva gréfica en ejem-
plo. Queremos también conocer qué
fendmenos emplea en sus justifica-
ciones.

2. El objetivo de la segunda cuestidn es
observar si el alumno tiene una «visidn
intuitiva» del concepto de limite
expresada a través de la aproximao-
cién simple intuitiva tabular en ejem-
plo. Queremos fambién conocer qué
fendmenos emplea en sus justifica-
ciones.

3. La cuestiéon numero tres tiene dos
objetivos, uno por cada uno de los
apartados que la componen:

3.1. Elobjetivo del apartado «a» de la
tercera cuestion es observar si el
alumno tiene una «vision intuiti-
var» del concepto de limite
expresada a través de la aproxi-
macién simple intuitiva verbal en
ejemplo. Queremos también
conocer qué fendmenos em-
plea en sus justificaciones.

3.2. El objetivo del apartado «b» de la
tercera cuestion es observar si el

alumno reconoce y emplea el
fendbmeno de ida-vuelta en
sucesiones verbal en ejemplo.
Queremos también conocer que
fendmenos emplea en sus justifi-
caciones.

2.2.2. Enunciados de las preguntas

El cuestionario definitivo quedé reduci-
do a tres cuestiones. Se administrd a los
alumnos el dia 19 de diciembre de 2006
Y para su elaboracion, tuvo en cuenta,
como hemos comentado anteriormen-
te, las consideraciones del grupo de
expertos.

Los enunciados de las cuestiones tuvie-
ron la siguiente estructura: El profesor
preguntaba ala clase si la sucesion pre-
sentada fenia limite. A continuacion un
alumno ficticio daba una respuesta. Se
pedia si estaban de acuerdo con la res-
puesta del alumno y ademds que justi-
ficasen la respuesta.

La cuestion n .° 1 fue la siguiente. (Véa-
se el objetivo especifico 1)

1) Se representa gréficamente una sucesion El profesor pregunta ala clase: ¢ Tie-
ne limite la sucesién? Un alumno responde: «El limite es 1 porgue a medida
que n crece los valores de la sucesion se van acercando cada vez mas
a 1» ¢ EstGs de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta.

25
2

0 5 10 15 20 25
valores n
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La cuestién n .° 2 fue la siguiente. (Véa-
se el objetivo especifico 2)

La cuestion n .° 3 fue la siguiente. (Véa-
se el objetivo especifico 3)

2) Dada la siguiente sucesion:

a,

1.9

1.99

1.999
1.9999
1.99999
1.999999
1.9999999
1.99999999

| N[l DlWIN|—| 3

El profesor pregunta ala clase: ¢ Tie-
ne limite la sucesion? Un alumno res-
ponde: «El limite es 2, porque a medi-
da que n crece los valores de la
sucesion se van acercando cada
vez mas a 2» ¢ Estds de acuerdo con
él? Justifica tu respuesta.

2.2.3. Categorias para el andlisis
de Ilas respuestas

Las categorias que se presentan han
sido extraidas de las respuestas dadas
a las cuestiones presentadas. Se han
establecido seis categorias.

Categoria C1: «Justifica empleando la
respuesta dada en el enunciado».

Categoria C2: «Contesta errbneamen-
tenr,

Categoria C3: «ldentifica la afirmacion
que aparece en el enunciado de la
cuestidon como la definicion de limite».

3) Lasucesion siguiente cumple: su pri-
mer término vale 3.9, su segundo
término vale 3.99, su tercer término
vale 3.999, su cuarto término 3.9999,
su quinto término 3.99999, su sexto
término 3.999999, su séptimo térmi-
no 3.9999999, su octavo término
3.99999999 y asi sucesivamente.
a) Un alumno afirma: «Esta suce-

sion tiene limite 4, porque a
medida que avanza n su valor
va acercdndose cada vez
mds a 4» ¢ Estds de acuerdo
con él? Justifica tu respuesta
b) Otro alumno afirma: «Esta
sucesion fiene limite 4, porque
para cualquier entorno de 4
que tomemos, se cumple
que existe un término de la
sucesion a partir del cual
todos los términos de la suce-
sidn quedan dentro de ese
entorno» ¢ Estds de acuerdo
con él1? Justifica tu respuesta.

Categoria C4: «Responde bien y jusfifica
su respuestam,

Categoria C5: «Plantea la necesidad de
conocer mds valores de «x» 0 «f(x)».

Categoria Cé: «No sabe /No contesta.

2.2.4. Resumen de las respuestas
obtenidas

Vamos a analizar las respuestas dadas
por los alumnos a las cuestiones presen-
tadas. La tabla 1 resume los resultados
obtenidos. Cada respuesta dada por
un alumno ha sido anotada con el sim-
bolo «X».
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Cuestion  Cuestidon

Cuestibn n.°3 Cuestidn n.° 3

n.° 1 n.°2 Apartado «a»  Apartado «o» Leyenda
C XUX X, X2 XX, XX, X X'indica una respuesta
X, X X, X o ala cuestion n.° 1 que
puede clasificarse co-
C2 X X, X Mo respuesta tipo 1y
C3 COomo respuesta tipo 5.
X2 indica una respues-
C4 X X ta a la cuestiéon n.° 2
c5 X! X2 que puede clasificar-
se como respuesta
X, X, X, X X, X, tipo 1y como respues-

= X Ark X, X ta 1ipo 5.

Tabla 1. Resumen de respuestas de los alumnos a las distintas cuestiones.

La tabla 2 recoge las frecuencias abso-
lutas asociadas a cada una de las cate-
gorias reseniadas. Observamos que C1
es la categoria mds frecuente, con una
frecuencia absoluta de 13 y que C3 es
la menos frecuente, con una frecuen-
cia absoluta de 1.

2.3. Resumen de los resultados
obtenidos

Hemos utilizado diagramas de barras y
hemos empleado uno por cada una de
las preguntas o apartados del cuestio-

Categorias Frecuencios
Cl 13
C2 4
C3 1
C4 3
C5 2
C6 11

Tabla 2. Frecuencia asociada
a cada categoria.

nario. Los diagramas de barras presen-
tan en el eje X, las distintas categorias
que han sido establecidas en 2.2.3 (C1,
C2,C3,C4,C5,C6),yeneleje Y las fre-
cuencias absolutas asociadas a cada
una de las categorias.
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Respuestas a cuestion n.2 1

6
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.5 4
8
5 3
o
© 2
1
0
Cl 2 C3 4 5 Co
Categorias
Respuestas a la cuestion n.2 2
6
5
8
-6 4
o
33
3
T 2
1
0
cl 2 C3 (@] c5 Co
Categorias
Respuestas a cuestion n.2 3. Apartado a
35
3
g
025
&
g 2
[3]
015
[
1
05
0
Cl C2 C3 C4 C5 C6
Categorias
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Respuestas a cuestion n° 3. Apartado b

9
8
7
8¢
g5
g4
® 3
il
1
0
Cl Cc2 c3 C4 C5 Cé
Categorias

2.4. Ejemplos de respuestas dadas por los alumnos

En este apartado presentamos algunas respuestas que justifican la seleccién de cate-
gorias establecida anteriormente. Un ejemplo de respuesta que corresponde a la
categoria 1 es el siguiente:

o melide ge cem o h lo odae de Ve secejs
0’(\-061 mey o4

-

Esta respuesta fue empleada por un alumno como respuesta a la cuestiéon n .° 1. Un
ejemplo de respuesta que corresponda a la categoria 2 es el siguiente:

P, YO mes Qe a eedido Qe vou fecheudh Qo voletes R Gy
BLLCIS. P woua CReoudo LA R Q

Esta respuesta fue empleada por un alumno como respuesta ala cuestion n .° 2. Un
ejemplo de respuesta que corresponda a la categoria 3 es el siguiente:

g- / T)ﬁ?"‘ €sen 5 /“ ﬁ@{):r\\uo‘,o £€ (fm\L P ‘/

vewmed ( SC ve alelcands,
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Esta respuesta fue empleada por un alumno como respuesta a la cuestion n .° 1. Un
ejemplo de respuesta que corresponda a la categoria 4 es el siguiente:

K, ooy W SCETA0 e NG auentes mucho B Socelidh,
es decks, o e\Rmglo A2 & reeorade morts AA%G9944949999,
necs sdoepess A0S, s ope Vo sucesich coBiste en pones tantor, 9
coane o8 as sgeesid) .

Esta respuesta fue empleada por un alumno como respuesta a la cuestion n .° 2. Un
ejemplo de respuesta que corresponda a la categoria 5 es el siguiente:

En 'fh"u:‘fh 5 fuﬂs £8 Aa actinade fos  whees ek wex mdi
a 4, e b ey « mﬁ.ﬂfss*-. . mﬁ} cfa.p/efu-w{' Seguere Jebects

fenol € ok w['—'“ oA X @ ,ovj'u adnt 'l 2 k j"‘f-"ﬂ"‘.

Esta respuesta fue empleada por un alumno como respuesta a la cuestion n .° 1. Un
ejemplo de respuesta que corresponda a la categoria 6 es el siguiente:

!'\}ﬂ L

Esta respuesta fue empleada por un alumno como respuesta a la cuestion n .° 3.

2.4.1. Ejemplo de respuesias que pertenecen a la categoria 4 (C4)

En este apartado queremos presentar ejemplos de respuestas que pertenecen a la
categoria 4 (C4), con el fin de mostrar cémo hemos clasificado respuestas que corres-
ponden a diferentes preguntas, dentro de una misma categoria.

Ejemplo de respuesta a la cuestion n .° 1, clasificada dentro de la categoria 4 (C4):

g es’m.\_b Qe ocerdo we g a k\X\Ud‘ se

o/
acerca Aadx ET WES & 3 pad WG (o psss.

Se pede dReses en \a PER NS \R WANEESS Qe X
Cada ST =ON - AL pe B Qg nunca &S (veReT

e .,
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Ejemplo de respuesta a la cuestion n .° 2, clasificada dentro de la categoria 4 (C4):

como O Ase  sgresad .

=¥, S, MR aGEerdn Fo@e aNgle aunentes wmucho B Secesich,
€S decki, o e\em@lc A2 e\ esutmde seria A“\ﬁqqqqqqtﬂqc\‘
P sdopass oS, W Qe \a suesich cosiste en poner tentoy 9

Ejemplo de respuesta ala cuestién n .° 3, dpartado «an, clasificada dentro de la cate-

goria 4 (C4):

a) Yy e=hkoy e auRrdd PAPE NG
A\ Ermnind = oy oEnde At Sooe~
pasa e\ '\ es Aaectt, (como el e‘{e;ejcm
ontens) \a scceid, 68 3 seaudo ae
BAtoR WEER Ascinaes como =‘r\dq\fee¥
la posSia Ael tSrming A & SO

2.5. Conclusiones obtenidas
del andilisis

En este apartado presentamos las con-
clusiones obtenidas de las respuestas
dadas por los alumnos a las cuestiones
presentadas. Al final de este apartado
realizaremos un resumen de los objeti-
vOs generales y especificos que se han
alcanzado y también de aquellos que
Nno se han alcanzado:

1. Los alumnos no conocen el concep-
to de entforno. Esto hace que no
entiendan el enunciado dado en la
preguntan .° 3, apartado b y que con-
testen fodos «no sabe / no contestan.
La conclusiéon (1) obliga a evitar o a
explicar la palabra entorno cuando
empleemos los fendbmenos de retro-
alimentacién. Esta podrd ser sustitui-

da por ofra suficientemente descrip-
fiva, que permita conocer si los alum-
Nos reconocen y emplean los fené-
menos de retroalimentacion.

. La categoria C1 es la mas frecuente

en las respuestas dadas por los alum-
nos. Este hecho se acentda sobre
fodo enlas preguntasn .° Ty n .° 2,
La conclusion (2) lleva a adoptar un
cambio en la redaccién de las con-
diciones de la prueba, que implicard
incluir la siguiente recomendacidn:
«preferimos que, en las respuestas,
uses tus propias frases para explicar si
la solucién tiene limite o no. La razén
que justifica esta afirmacién es que
la categoria 1 (C1), en la que el alum-
no emplea la respuesta dada por el
alumno ficticio como justificaciéon de
su respuesta, es la categoria con
mayor frecuencia absoluta (13).

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacién, 2007, Monografia IX, pp. 49-68
ISSN: 1579-3141




Fendmenos que organizan el limite: disefio de un instrumento

3. Teniendo en cuenta que los alumnos

emplean las respuestas dadas por un
alumno ficticio como justificacion de
que la sucesion presentada fiene limi-
fe, y feniendo en cuenta que el fend-
meno de aproximacion infuitiva ver-
bal estd presente en las respuestas
del alumno ficticio, podremos conje-
furar que se identifica la a.s.i verbal
con la propia definicién de limite de
la sucesion. Sin embargo, esto sola-
mente puede ser una conjetura ya
que Unicamente encontramos evi-
dencios escritas de lo anterior, en un
solo alumno.

. Solaomente hay un alumno que con-
testa correctamente a las tres pre-
guntas (con la excepcion del aparta-
do b de la preguntan .° 3), y ademas
justifique sus respuestas de manera
correcta.

Esta conclusion lleva a suponer que son
pocos los alumnos que tienen un cono-
cimiento exhaustivo y bien definido del
concepto de limite de una sucesion.
. En la primera cuestion hay una res-
puesta errdnea, en la segunda cues-
fién hay una respuesta errbnea 'y una
respuesta «no sabe / no contesta» y
en la tercera cuestion, apartado «an»,
hay dos respuestas errdneas y dos res-
puestas «no sabe / no contestan.
Teniendo en cuenta estos datos y que
cada cuestion correspondia a un sis-
tema de representacion distinfo: gra-
fico, tabular y verbal, conjeturamos
que, al usar el sistema de represen-
tacion grdfico, se produce el mayor
porcentaje de éxito.

. Solamente hay un alumno que se
plantea la necesidad de conocer mds
valores de la sucesion para asegurar
con certeza cudl es su limite.
Esta peticidn se enfrenta a las suge-
rencias de los expertos (véase 1.3);
resolveremos la contradiccion indican-
do, en las condiciones de la prueba,
que quienes necesifen mds valores de
la lista podrdn pedirselos al investiga-

dor, el cual dard la informacion. Que-
da por decidir si se dard para fodos
los participantes o solamente para el
que solicite la informacion.

. Los alumnos emplean las respuestas

dadas por un alumno ficticio como
justificaciéon de sus respuestas. Esto
ha imposibilitado conocer qué fend-
menos emplean los alumnos en las
justificaciones de las mismas. De esta
manera ha sido imposible la conse-
cucion de los objetivos especificos
planteados en el apartado del docu-
mento, denominado «objetivos».

Teniendo en cuenta las conclusiones
anteriores, podemos afirmar:

— No comprobamos si se ha cumplido

el objetivo general 1, ya que no
sabemos si los alumnos emplean de
manera espontdnea los fendbmenos
de aproximacién intuitiva, o si lo
hacen por confaminacion de la res-
puesta del alumno ficticio.

No tenemos argumentos para afir-
mar que los alumnos manejen los
fendmenos de retroalimentacion en
sucesiones, ya que no conocen el
concepto de entorno, palabra que
se empleaba en el enunciado de la
cuestiéon como elemento de los fend-
menos de retroalimentacion.
Tenemos razones para afirmar que
se ha cumplido el objetivo general
3, ya que hemos observado un
mayor porcentaje de éxito en la
cuestion en la que se empleaba el
sistemna de representacion grafico,
estableciéndose asi diferencias entre
este sistema y los sistemas de repre-
sentacion verbal y tabular.
Tenemos razones para afirmar que
se ha cumplido el objetivo general 4
ya que hemos defectado que al dar
una posible respuesta a la cuestion
presentada (respuesta de un alumno
ficticio), ésta se emplea en las res-
puestas de los alumnos.

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacion, 2007, Monografia IX, pp. 49-68
ISSN: 1579-3141

61



Maria Teresa Sdnchez Compariia, Francisco Javier Claros Mellado ¥y Moisés Coriat Benarroch

— Respecto a los objetivos especificos,
no tenemos evidencia de su logro,
ya que los alumnos han empleado
en la mayoria de los casos, las res-
puestas del alumno ficticio.

3. Cuestionario
definitivo

En este apartado presentamos el nuevo
cuestionario que serd administrado pro-
ximamente a los alumnos, y que tiene
en cuenta para su elaboraciéon, todos
los resultados que se han obtenido de
este estudio.

El nuevo cuestionario presenta las
siguientes caracteristicas:

1. Las instrucciones para la realizacion

del mismo se presentan en el anexo
[, y se suministran con el cuestionario.

Cuestion n.° 1

2. Consta de tres preguntas, la primera
relativa a la aproximacién simple intui-
tiva gréfica, la segunda relativa a la
aproximacion simple intuitiva tabular,
y la tercera dividida en dos aparta-
dos, el primero relativo a la aproxi-
macioén simple intuitiva verbal y el
segundo relativo a la retroalimenta-
cién o ivs verbal.

3. Las nuevas preguntas tienen enun-
ciados, distintos a los anteriores,
pero mantienen toda la estructura
anterior. La razén por la que cam-
biamos los enunciados es para no
hacer el mismo cuestionario a los
alumnos que ya participaron ante-
riormente en la realizacién de la
prueba piloto.

El nuevo cuestionario queda presenta-
do entonces de la siguiente manera (ver
anexo):

1. Se representa graficamente una sucesion An. El profesor pregunta a la clase:

¢Tiene limite la sucesidon? Un alumno responde: «El limite es 3 porque a medida
que n crece los valores de la sucesion se van acercando cada vez mds a 3».
¢(Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta de manera razonada.

3.5

valores de An

1 2 3 4 5 6 7 8 Q 10

valores de n
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Cuestidbn n.° 2

2. Dada la siguiente sucesion:

n 1 2 10 1000

1000000 |1000000000] .vovvevrervaens

a, |0571428 | 0,7 | 1.24 | 1496758

1,49999675|1,49999999 | .ovvvvivivinnnn

ra razonada.

El profesor pregunta a la clase: ¢ Tiene limite la sucesiéon an? Un alumno responde:
«El limite es 1,5 porque a medida que avanzo en la sucesion los valores de an se
aproximan mas a 1,5» ¢ Estds de acuerdo con &l1? Justifica tu respuesta de mane-

Cuestionn.° 3

mMiNo 2.99999999 y asi sucesivamente

3. La sucesidon an cumple: su primer término vale 2.9, su segundo término vale
2.99. su tercer término vale 2.999, su cuarto término 2.9999, su quinto término
2.99999, su sexto T&rmino 2.999999, su séptimo término 2.9999999, su octavo tér-

a) Un alumno afirma: «Esta sucesion tiene limite 3, porque a medida que avan-
70 n su valor va acercdndose cada vez mds a 3» ¢ Estds de acuerdo con
&1? Justifica tu respuesta de manera razonada.

b) Otro alumno afirma: «La sucesion tiene limite 3, porque la distancia entre los
términos de la sucesién y 3, puede hacerse tan peguena como se desee,
a partir de un término convenientemente elegido» ¢ Estéis de acuerdo con
&1? Justifica tu respuesta de manera razonada.

4. Las pautas para la correccion del
cuestionario quedan recogidas en
las siguientes categorias:

Categoria CO: «Calcula correctamente
el limite de la sucesion presentada y
emplea la justificacion dada por el
alumno ficticio».

Categoria C1: «Calcula correctamente
el limite de la sucesion presentada y
emplea algin fendmeno en sus justi-
ficaciones».

C1.1 El alumno emplea el fendbmeno
asi grafico.

C1.2 El alumno emplea el fendbmeno
asi tabular.

C1.3 El alumno emplea el fendmeno
asi verbal.

C1.4 El alumno emplea el fendbmeno
ivs verbal.

Categoria C2: «Calcula correctamente

el limite de la sucesion presentada,
pero no emplea ningdn fenébmeno en
sus justificaciones». Esta categoria la
podemos subdividir en dos:

C2.1 El alumno jusfifica su respuesta
de alguna manera, sin emplear
ningln fenédmeno.

C2.2 El alumno no justifica su respues-
ta.

Categoria C3: «No calcula correcta-

mente el limite».

C 3.1 En la respuesta aparece el infi-
nito potencial.
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C 3.2 En la respuesta no aparece el
infinito potencial.

(Ej.: Si el alumno contesta que la suce-
sion 0,9,0,99,0,999... tiende a 0,99999, y
no tiende a 1, ha calculado incorrecto-
mente el limite, posee el infinito poten-
cial pero no el infinito actual)

Categoria C4: «Plantea la necesidad de
conocer mas valores de la sucesién»

C4.1. Calcula correctamente el limi-
te y justifica su respuesta.

C4.1.1 Cuando justifica su respues-
ta emplea la respuesta dada
por el alumno ficticio

C4.1.2 Justifica su respuesta emple-
ando algdn fendémeno.

C4.1.3 Justifica su respuesta sin
emplear ningln fenédmeno y sin
usar la respuesta del alumno fic-
ticio.

C4.2 Calcula correctamente el limi-
te pero no justifica su respuesta

Categoria C5: «No sabe /No contestan,

4. Perspectivas

En nuestro cuestionario definitivo, del
cual esperamos sacar conclusiones para
el desarrollo de nuestra tesis doctoral,
pretendemos observar, la presencia de
los fendbmenos de aproximacion intuitiva
y refroalimentacion presentes en el limi-
fe de sucesiones, en las respuestas de
los alumnos. Otros estudios también se
han dedicado al estudio del concepto
de limite, pero a diferencia del nuestro,
foman como figura de estudio, el profe-
sor (Espinoza y Azcérate, 2000).

La conjetura que hemos manejado en
esfe documento y, en general, en nues-
fra investigacion es que, si los citados
fendmenos estdn presentes en los libros
de textos y estos se utilizan'como un ele-

mento casi indispensable en clase,
deberian aparecer en las respuestas y
justificaciones de los alumnos a cuestio-
nes relacionadas con el limite de una
sucesion.

La presencia de los mismos daria mds
consistencia a nuestra tesis doctoral, ya
que nuestro desarrollo tedrico, en el que
definimos los fenébmenos que organizan
el limite, tendria dos campos de aplica-
cién directos: los libros de texto' y el aula.

Por otfro lado, no sélo pretendemos
observar la presencia de los fendémenos
asi e ivs, sino ademds contabilizar con
qué frecuencia se emplean, distinguien-
do de esta manera los fendbmenos que
se usan en mayor o menor medida.
Sobre este aspecto esperamos obtener,
dentro de los fendmenos asi que mane-
jamos (verbal, grafico, tabular), una
mayor frecuencia en el empleo del
fendmeno asi gréfico. Esto se fundamen-
ta en el hecho de que ha sido el feno-
meno con mayor frecuencia en los libros
analizados por nosotros (26 libros de tex-
fos de diferentes periodos y diferentes
editoriales).

También manejamos la conjetura que
el empleo de los fendbmenos de retroa-
limentacién serd minima en los libros de
texto. Esta conjetura se fundamenta en
el hecho de que el empleo de dicho
fendmeno ha bajado mucho en los dlfi-
mos tiempos en los libros de texto, coin-
cidiendo con el desarrollo en el curricu-
lo oficial del concepto de limite desde
un punto de vista mds intuitivo.

' En un trabajo anterior, pendiente de publicar,
realizado con 26 libros de texto, se ha observado la
presencia de los fendbmenos de aproximacion intui-
tiva y refroalimentacion en el desarrollo del con-
cepto de limite de una sucesién y de una funcién.
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Anexo: Instrucciones te. Asimismo recogemos la asignatu-

o o0 ra que los alumnos estudian para

para la realizacion observar si fambién existe diferente

del cuesfionario tratamiento entre un bachillerato y
otro.

. El cuestionario tiene una duracion de
30 minutos y se realiza por cada alum-
no de manera individual.

. En cada pregunta se da una justifi-
cacién de un alumno y se pide une
aclaracién. Como aclaraciéon, por
favor, no emplees las mismas pala-
bras que ese alumno. Es decir, cuan-
do contestes sobre el limite de la
sucesion presentada, esperamos que
justifiques dicha afirmacién de mane-

8. Los datos personales, asi como las res-
puestas obtenidas serén tratadas de
manera confidencial. En nuestro estu-
dio no citaremos el nombre de nin-
gun alumno, manteniendo de esta
manera su anonimato. Ademds, las
respuestas individuales de los alum-
nos se utilizardn para describir las
caracteristicas del grupo. Gracias por
la colaboracién,

ra razonada, y utilizando tus propias Cuestionario
palabras.
Nombre:
. Parajustificar tus respuestas, puedes
emplear el modo que consideres mds
conveniente, Curso:
. Por favor, como esto no es un exa- Centro:
men, confesta todas las cuestiones,
sin dejar en blanco ninguna de ellos. Edaa: Sexo:

. Si deseas conocer algun término de
la sucesidn que no aparece en la
cuestion presentada, pregunta al pro-
fesor, el cual te lo suministrard,

. El cuestionario solamente puede ser
redlizado por alumnos de 1.°y 2.° de
bachillerato, de ciencias sociales, de
ciencias de la naturaleza y de la
salud y bachillerato tecnolégico.

. Los datos de clasificacion: nombre,
curso, centro, edad, etc, son recogi-
dos para observar si existen diferen-
cias importantes entre el fratamien-
to del concepto de limite en los
diferentes cursos en los que se impar-

Repite curso:

Usdis libro de texto en clase:
¢ Cudl?:

Nota de matematicas en el Gitimo cur-
SO:

Rodea el nombre de la asignatura de
matematicas que cursas:

— Matemdaticas I.

— Matematicas Il

— Matemdticas aplicadas a las Cien-
cias Sociales |.

— Matemdticas aplicadas a las Cien-
cias Sociales Il
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Cuestion n.° 1

1. Se representa graficamente una sucesion An. El profesor pregunta a la clase:
¢Tiene limite la sucesion? Un alumno responde: «El limite es 3 porque a medida
que n crece los valores de la sucesion se van acercando cada vez mds a 3».
¢ Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta de manera razonada.

3.5
3
2,5
2

1.5

valores de An

1

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

valores de n

Cuestion n.° 2

2. Dada la siguiente sucesion:

n 1 2 10 1000 1000000 1000000000
a, | 0571428 | 07 | 1,24 | 1496758 |1,49999675|1,49999999

El profesor pregunta a la clase: ¢ Tiene limite la sucesion an? Un alumno responde:
«El limite es 1,5 porque a medida que avanzo en la sucesion los valores de an se

aproximan mas a 1,5» ¢ Estds de acuerdo con él? Justifica tu respuesta de mane-
ra razonada.
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Cuestion n.° 3

3. La sucesion an cumple: su primer término vale 2.9, su segundo término vale
2.99, su tercer término vale 2.999, su cuarto término 2.9999, su quinto término
2.99999, su sexto término 2.999999, su séptimo término 2.9999999, su octavo tér-
mino 2.99999999 y asi sucesivamente
@) Un alumno afirma: «Esta sucesion tiene limite 3, porque a medida que avan-
za n su valor va acercédndose cada vez mds a 3» 4 Estds de acuerdo con
él? Justifica tu respuesta de manera razonada.

b) Ofro alumno afirma: «La sucesién tiene limite 3, porque la distancia entre los
términos de la sucesiéon y 3, puede hacerse tan pequeia como se desee,
a partir de un término convenientemente elegido» ¢ Estds de acuerdo con
él1? Justifica tu respuesta de manera razonada.
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