La nocion de valor absoluto en
la Ensenanza Secundaria
Obligatoria y el Bachillerato

Miguel R. Wilhelmi, Universidad Publica de Navarra
Juan D. Godino, Universidad de Granada
Eduardo Lacasta Zabalza, Universidad Publica de Navarra

Resumen

La ensenanza y el aprendizaje de la
nocién de valor absoluto (NVA) son pro-
blematicos, desde su infroduccion en los
primeros anos de la educaciéon secun-
daria obligatoria hasta el uso como nor-
ma o métrica esténdares en R en los cur-
sos universitarios. Prueba de ello es la
cantidad y heterogeneidad de investi-
gaciones que se han publicado.

En este tfrabajo mostramos una breve
discusion sobre las aportaciones mas
relevantes al fema. Asimismo, analiza-
mos el papel que juega en los curriculos
y programas escolares la NVA, resaltan-
do la definicién aritrético-métrica domi-
nante y cdmo esta definicién condicio-
na tanto el discurso como el tipo de
problemas que pueden ser planteados
de manera coherente. Observaremos
como la equivalencia matemdatica de
definiciones de la nocién no implica una
equivalencia en las dimensiones cogni-
tiva, instruccional y diddctica. Por Ulti-
mo, terminaremos con unas indicacio-
nes de tipo curricular para la etapa
preuniversitaria.
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Abstract

The teaching and learning of the AVN
are problematic, from their introduction
in the first years of the Obligatory Secon-
dary Education to the use like standards
metric or norm in R in the university cour-
ses. This is proved by the amount and
heterogeneity of the research papers
that have been published.

In this paper we showed a brief discus-
sion on the most excellent contributions
to the subject. Also we analysed the
function of the NVA in curricula and edu-
cational programs, standing out the
dominant arithmetic-metric definition
and how this definition conditions so
much the discourse, as the kind of pro-
blems that can be created in a cohe-
rent way. We will observe too as the
mathematical equivalence of definitions
of the notion does not imply an equivo-
lence cognitive, instructional and didac-
tic. Finally, we will finish with some curri-
cular indications for the pre-university
stage.
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1. Estudios sobre
la nocién de valor
absoluto

La ensenanza y el aprendizaje de la
nocién de valor absoluto (NVA) son pro-
blematicos. Prueba de ello es la canti-
dad y heterogeneidad de investigacio-
nes que se han desarrollado. La cuestion
ha sido abordada desde una perspec-
tiva cognifiva (¢,qué dificultades en-
cuentran los estudiantes en la resolucion
de problemas que involucran a la NVA
en diferentes contextos (aritméticos,
analiticos o geométricos)?), instruccional
(¢,qué conocimientos matematicos y
técnicos precisa un profesor para la
infroduccidén y desarrollo de dicha
nocion?), insfrumental (¢, qué papel pue-
den jugar las calculadoras, cientificas,
grdficas o programables, asi como los
software matematicos?) o didactica
(¢,qué problemas y situaciones permiti-
ran el control y el funcionamiento de los
sisfemas didacticos?).

Gagatsis y Thomaidis (1994) muestran
una sucinta anfropologia del saber
«valor absoluto» distinguiendo cuatro
fases en el proceso evolutivo de la
nocién segun la funcién que desempe-
na dentro de la practica matematica:
1) como instrumento para la resolucion
de problemas aritmético-algebraicos
(Neper, Descartes, Newton, Euler);
2) como objeto justificativo-explicativo
de la feoria algebraica y de la teoria de
numeros (Lagrange, Gauss); 3) como
instrumento formalizado para el andlisis
del dlgebra de inecuaciones y del dis-
curso analitico «e-8» (Argand, Cauchy);
y, por dltimo, 4) como instrumento de
desarrollo del andilisis complejo (Weiers-
frass). Asimismo, determinan los proce-
sos adaptativos del saber en la institu-
cidn escolar griega e inferpretan los
errores de los estudiantes en términos

de obstdaculos epistemoldgicos (ligados
al estudio histérico) y didacticos (rela-
cionados con los procesos de transpo-
sicion). Mas recientemente, Gagatsis
(2004, 61) razona apoydndose en datos
empiricos que «los obstdculos encontra-
dos en el desarrollo histérico del con-
cepto de valor absoluto se evidencian
asimismo en el desarrollo de las concep-
ciones de los estudiantes».

Desde una perspectiva profesional, Arci-
diacono (1983) justifica una instruccion
de la NVA basada en el andlisis grafico
en el plano cartesiano de funciones line-
ales a trozos y Horak (1994) establece
que las calculadoras graficas represen-
tan un instrumento mas eficaz que el
|&piz y papel para llevar a cabo esta
ensenanza.

Chiarugi, Fracassina y Furinghetti (1990)
realizan un estudio de la dimensién cog-
nitiva de diferentes grupos de estudian-
tes enfrentados a la resolucion de proble-
mas que involucran a la NVA en
diferentes contextos matemdticos (feo-
ria de funciones, geometria), con osten-
sivos de distinta naturaleza (nimeros
concretos, paré@metros) y con niveles de
abstraccion diferentes (manipulaciones
concretas o simbdlico-literales). El estudio
determina la necesidad de investigacio-
nes que permitan superar los errores y
falsas concepciones (misconceptions).

Perrin-Glorian (1995) establece ciertas
directrices para la institucionalizacion
(por parte del profesor) del saber «<NVA»
en los contextos aritmético y algebrai-
co; asi argumenta la funcién central de
las decisiones didacticas del profesor en
la construccion de la NVA, que deben
fener en cuenta las restricciones cogni-
fivas de los estudiantes y deben resaltar
el papel instrumental de la NVA.

Wilhelmi, Godino y Lacasta (2005, 2007)
resaltan el hecho de que un objeto
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matemadtico puede ser introducido por
un conjunto de definiciones equivalen-
tesy que, por lo tanto, una cuestion fun-
damental consiste en determinar la efi-
cacia didactica de las técnicas
asociadas a estas definiciones para la
resoluciéon de una clase de problemas.
Ejemplifican este hecho analizando la
eficacia diddctica de técnicas asocia-
das a diferentes definiciones de la
nocién de valor absoluto (NVA). Para
ello intfroducen distintas definiciones
para esta nocion, describen el holo-sig-
nificado (Wilhelmi, Godino y Lacasta,
2007) de la mismna y analizan un cues-
tionario donde se puede observar como
las técnicas de resolucidn de problemas
asociadas a las definiciones condicio-
nan el trabajo matemdatico de los alum-
nos.

Todos estos estudios, desde diversos pun-
tos de vista (profesional o investigador)
y desde diferentes perspectivas (episte-
moldgica, cognitiva o didactica) plan-
tean la necesidad de responder a cier-
tas preguntas curriculares tales como:

¢ Cudl es el estatus de la NVA en la ense-
Aanza preuniversitaria actual?

¢, Con los conocimientos diddcticos (nor-
mativos o técnicos) es posible estable-
cer procesos cognitivos e instrucciona-
les para la intfroduccién y desarrollo de
la nocidén de valor absoluto en la ense-
Aanza preuniversitaria que sean significa-
tivos?

Nuestro objetivo en este trabajo es dar
una respuesta a estas cuestiones. Para
ello, analizaremos en la seccion 4, libros
de texto de matemdaticas, mostrando
algunas implicaciones curriculares (sec-
cidn 5). Antfes, en la seccién 2, infrodu-
ciremos diversas definiciones de la
nocién de valor absoluto y discutiremos
su influencia en la actividad matemati-
ca. Enla seccidén 3 resalfaremos la com-

plejidad matemdtica de la nocidn y el
hecho de que la equivalencia de defi-
niciones de una nocién matematica no
implica la equivalencia epistemolégica
(diversidad de procedimientos de cdlcu-
lo y justificaciéon de los mismos), cogniti-
va (conocimientos necesarios para
movilizar de manera eficaz la nocién en
situaciones problemdticas) o instruccio-
nal (recursos necesarios para su ense-
Aanza). Terminaremos con unas reflexio-
nes micro y macrodiddcticas.

2. Definiciones de
la nocion de valor
absoluto

El proceso de definicion de objetos
matemdaticos «es el representante prin-
cipal del conflicto entre la estructura de
las matematicas, tal y como la conci-
ben los matemdaticos profesionales, y el
proceso cognitivo de adquisicion de
conceptos» (Vinner, 1991, 65). Este
hecho justifica el gran nGmero de inves-
figaciones en diddctica de las matemad-
ficas cuyo tema es la definicidon mate-
mdatica (Linchevsky, Vinner y Karsenty,
1992; Mariotti y Fischbein, 1997; De Villiers,
1998; Winicki-Landman y Leikin, 2000;
etc.)

En esta seccidon infroducimos algunas
definiciones de la NVA asociadas a dife-
rentes contextos de uso. Las nociones
han sido exiraidas de diferentes libros
de matemdticas. Estas definiciones nos
dardn una visién panordmica de la
complejidad de la nocién y la diversi-
dad en que ésta es infroducida. Esta
panordmica nos servird para tomar con-
ciencia de las diversas fransposiciones
(Chevallard, 1985) posibles y como refe-
rencia para analizar la propuestas
actuales (concretadas en los libros de
texto).
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2.1. Definiciones de la nocién de valor
absoluto

En el contexto aritmético, la NVA repre-
senta una regla que «deja los nUme-
ros positivos invariantes y pasa los
nUmeros negativos a positivos» (Lei-
thold, 1968, 10).

En ocasiones, el valor absoluto se intro-
duce como una regla de asignacion de
valores positivos' a cualguier nimero
real, mediante dos subreglas (se asimila
el valor 0 a los valores positivos, a los
negativos o a ambos):

lal=a si 20 y lal=-a si a<0
Esta formulacién es muy préxima al
modo en gque se infroduce en muchos
libros de texto como funcién a trozos.
Pero, al resaltarse el aspecto de «regla
de asignacién de valores positivos a
cualquier valor real», incide en la posibi-
lidad de definir una métrica en R.

«Infuitivamente, el valor absoluto de a
representa la distancia entre 0y a, pero
de hecho laidea de ‘distancia’ se defi-
nird en términos de ‘valor absoluto’, la
cual es a su vez definida en términos de
orden» (Ross, 1980, 16).

De esta forma, el valor absoluto dota al
conjunto de los nUmeros reales de una
métrica; la distancia de un ndmero real

' La definicion clésica dada por Ross (1980) no
establece a priorila proposicion «V ae R, | al >0»,
sino que ésta se deduce de manera «obvia» de la
definicién. «Es obvio, a partir de la definicién, que
lal 20 paratodo ae R. (Lavoz “obvio” taly como
se usa aqui significa que el lector puede fécilmen-
te observar porqué este resultado es verdadero.
Efectivamente, sia>0, entonces | al = a>0, mien-
fras que a < 0 implica lal =-a = 0. Usamos las
expresiones “obviamente” o “claramente” donde
es preciso readlizar un conjunto de argumentos muy
simples, pero no usamos estos términos en aspec-
tos oscuros y sutiles)» (Ross, 1980, 17).

x al origen 0 queda definida por la rela-
ciéon: d(x; 0) = I xI. Sin embargo, en
muchos textos, la visién infuitiva de valor
absoluto como distancia es aceptada
como definiciéon: | xI = d(x; 0).

«La distancia de un punto, A, al origen,
considerada como positiva, se llama
valor absoluto de A y es denotada
mediante el simbolo | Al. Esto es, si
A>0,setiene Al =A;si A<O, se tie-
ne Al =-A.» (Courant y Robbins,
1996, 57).

El considerar la distancia como «positi-
var supone, implicitamente, la acep-
tacion de que ésta puede ser conside-
rada como «negativa» o, mejor,
distinguir entre «<magnitud» y «sentido»
de esta magnitud (Mollin, 1998, 47). De
hecho, en el contexto geométrico, el
valor absoluto puede ser comprendi-
do vectorialmente como el médulo de
un vector unidimensional (I x1= 7).
Mas adn, este hecho puede ser gene-
ralizado como una propiedad que se
deriva de la naturaleza «ordenada» y
«completar» de R (Aliprantis y Burkins-
haw, 1998, 66-67).

De esta forma, la representacion grafi-
ca del valor absoluto como distancia
precede (y, en cierto sentido, se impo-
ne) a la NVA conceptualizada como
funcion: ¢ Qué sentido tiene, por ejem-
plo, la expresion 1sen(x) + X2 | ? Por ello,
en el contexto del andlisis matemdadtico
es reformulada como funcién «a trozos»
(Truss, 1997, 70-102), funcién «mdaximo»
(IxI = max{x; -x}) (Aliprantis y Burkins-
haw, 1998, 16) o funcién «compuesta»
(Ixl =+ VX)) (Mollin, 1998, 47).

Estas definiciones analiticas tienen
generalizaciones: la NVA como funcién
«maéximo» puede ser extendida a espa-
cios vectoriales ordenados completos
en términos de la nocién mds generall
de «supremon» (Schwartz, 1991, 87-90); la
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NVA como funcién «a trozos» puede ser
extendida a fodo cuerpo ordenado no
vacio (Beardon, 1997, 13); por Gltimo, la
NVA como funcién «compuesta» es uti-
lizada para generalizar la nocién de
valor absoluto al conjunto de los nUme-
ros complejos e interpretar ésta en tér-
minos graficos; o viceversa, la relaciéon
Ixl =+VX2 (¥ xe R) se acepta como
una particularizaciéon de la definicién
de valor absoluto para los nUmeros
complejos (nUmeros complejos con
parte imaginaria nula) (Stillwell 1998,
217).

Las definiciones antferiores son mate-
mdaticamente equivalentes, pero su uso
condiciona la actividad matemdatica.
Wilhelmi, Godino y Lacasta (2005, 2007)
muestran cémo las definiciones no son
equivalentes desde el punto de vista
de la actividad matemdética, por cuan-
to no involucran los mismos objetos
matemdadticos en la resolucién de un
mismo problema. Ejemplifican este
hecho mediante la resolucién de la
ecuacion lineal con valor absoluto:
Ix-21 = 1. En el siguiente punto des-
cribimos brevemente este aspecto. El
andlisis de las diferencias de los distin-
tos modos de realizacién se realiza en
la seccidén 3.3.

2.2. Influencia de las definiciones en
la actividad matemética

2.2.1. Resolucién aritmética

Para resolver la ecuacion |...—21 =1se
razona: el valor absoluto de un ndmero
es 1, enfonces este nUmero es 1 0 -1;
¢,qué ndmero, al restarle 2, da 1?2, ;,qué
ndmero, al restarle 2, da -17? La formali-
zacion de este método puede hacerse
de la siguiente forma:

x-2=1—-x=3

[x=-21=1- D=1 x=]

2.2.2. Resolucién analitica, segan la
definicién funcién a trozos

En general se fiene:

Enfonces:

(=2t = { E)((X_ —2;) Sisi Xx2<22

Por lo tanto:

S .

2.2.3. Resolucién andlitica, segin la
definicién funcion compuesta

Ix=21=15VX-2?=1->Kx-2)°=

=1-5x¥-4x+3=0—

4:2V16-12 4+2 _[x=3
2 2 x=1

- Xx=

2.2.4. Resolucién analitica, segun
la definicién funcién mdaximo

Puesto que | x-=21 =madx. {x—2; - (x-2)},
la demostracién se reduce al determinar
para qué valores x—-2 =1y —(x-2) =1.
Los cdiculos, por lo tanto, son similares
a los realizados segun la definicidn fun-
cién a trozos.

2.2.5. Resolucion métrica

Puesto que Ix-21 =d(x:2), xesun
punto de la recta real tal que la distan-
cia al entero 2 es 1. De esta manera,
x=2+1,estoes:x=3 o x=1.

2.2.6. Demostraciéon geométrica,
segun la definicion vectorial

A todo nUmero real xse le asocia el vec-
tor con origen 0 y final x en el sistema
de referencia 0X (recta real). De esta
manera, x queda identificado con el
vector unidimensional (x); entonces,
X — 2 representa el vector de origen 2y
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extremo x. En estas condiciones, la
ecuacion | x-21 =1 supone afirmar que
el vector (x—-2) tiene moédulo 1y, porlo
tanto, el extremo xdebe ser3 o 1, pues-
to que el origen es 2.

2.3. Breve andillisis de las técnicas de
cdlculo de soluciones de 1x-21 =1

La diferencia entre la resolucion aritmé-
fica y analitica segun la funcién a fro-

z0s es similar a la que puede observar-
se entre la resolucién de ecuaciones
lineales en la infroduccién de las mis-
mas, donde se busca por tanteo una
solucién que cumpla una determinada
condicion (figura 1), y la resoluciéon téc-
nica por transposicién, donde se obtie-
nen ecuaciones equivalentes hasta la
obtencién de una donde se puede
deducir cudl es, si existe, la solucidon
(figura 2).

* Método de tanteo

Una forma de resolver ecuaciones por tanteo ¢s construyendo una
tabla. Por ¢jemplo, si queremos resolver la ecuacién x + 22 = 60
construiremos una tabla como la siguiente, daremos valores a x y poco
a poco nos iremos acercando al valor de x que verifica la ecuacidn,

x x + X Tieme que ser cierto que r + 21 = 60
10 0+ 22= 32 El resultado obtenido es pequefio.
100 100 + 22 = 122 El resultada ahora es demasiado grande,
50 504+ 2= 72 Aln cs grande, pero se parece més a 6.
40 40 + 22 = 62 iCasi! Falta muy poco,

i9 ¥+ 2= 8l iYa & lo que debo hacer!

38 B+ 22 = &0 iExacle! Luego la solucion ex x = 38,

Figura 1. Resolucion por tanteo de ecuaciones lineales (Becerra et al., 1996, 75).

Mmisma nUmero.

7 Resolucion de ecuaciones

Observa los pasos que se siguen para reschier una ecuacion;

¥ Ejernplo: I+ 5=x-1

I+ 5-x=-1 {hemos transpuesto x)
by3x-x=-1-5 {transponiendo el 5}

¢) 2% =6 {reagrupando los términos)
hx=-3 {hallando la solucidn}

Podemos comprobar que -3 es la solucién, cambiando la x por -3 en la
ecuackn y observando que a la izquierda y la derecha de la igualdad queda el

Figura 2. Resolucién por fransposicion de ecuaciones lineales
(Casanovas y Figuera, 1997, 89).

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacion, 2007, Monografia IX, pp. 69-83
ISSN: 1579-3141




La nocion de valor absoluto en la Ensefianza Secundaria Obligatoria y el Bachillerato

A pesar de que la definicion aritmética
y la de funcién a trozos no son equiva-
lentes, los sistemas de dos ecuaciones
lineales que se consfruyen con sus téc-
nicas asociadas si lo son. Ademdas, pues-
to que R no tiene divisores de cero (si
a-b=0,entoncesa=00 b=0), el
sistema anterior es equivalente a la
ecuacioén cuadratica que resulta de
la aplicacién de la definicion funcion
compuesta. A pesar de esta equivalen-
cia, la resolucion analitica, segln la defi-
nicién funcién compuesta, precisa de
técnicas de resolucion de ecuaciones
de segundo grado vy, por lo tanto, los
objetos involucrados son diferentes a los
que aparecen en las resoluciones arit-
mética y analitica segln la funcién a
frozos.

Las resoluciones métrica y geométrica
parten de la inferpretacion gréfica. Asi,
por ejemplo, segln la resolucion métri-
ca, se concluye que las soluciones de
las ecuaciones del tipo | x—kl =m k. m
e R) son x=k+ m; de hecho, los valores
x representan los extremos del infervalo
cerrado centrado en ky de radio m. La
resolucion geométrica se basa en una
justificacion similar, sdlo que los objetos
representados no son intervalos sino vec-
tores unidimensionales (con origen y
extremo).

Los procedimientos de cdlculo permi-
ten resolver todas las ecuaciones linea-
les con valor absoluto de la forma | x— Kkl

=m (k, me R). Esto no significa que sea
equivalente segln su eficacia, coste y
recursos necesarios para su ensenanza
y para su aprendizaje (Wilhelmi, Godi-
no y Lacasta, 2005, 2007). Tampoco, se
establece cudl es el caompo de aplica-
bilidad de dichos procedimientos. Por
ejemplo: ¢ permiten resolver ecuaciones
delaforma Irx—kl = lsx—11 (r, k. s, T
e R)? ¢ Es necesario realizar adaptacio-
nes sustanciales o simples adaptacio-
nes para poder resolver estos proble-

mas? ¢De qué instfrumentos de valora-
cién disponemos para juzgar si estas
adaptaciones de las técnicas son sus-
tanciales o simples desde el punto de
vista epistemolbgico, cognitivo o instruc-
cional?

El breve estudio muestra una gran diver-
sidad de definiciones, de contextos de
uso y de significados asociados a la NVA,
que a su vez implican una variedad de
procedimientos de resolucion. Esta varie-
dad de objetos hacen la NVA «comple-
jan. ¢, Compleja en qué sentido?

3. Complejidad
matematica vs.
Complejidad de
aprendizaije

Desde el punto de vista estrictamente
formal y oficial (Brown, 1998), se acep-
ta que la definicidn de un objeto mate-
mdtico constituye su significado. La des-
cripcién del sistema de objetos vy
significados asociados a una nocién se
obtiene por el enunciado y demostra-
cién de un teorema de caracterizaciéon
para dicha nocién. En concreto, con
relacién al valor absoluto, el teorema
consistiria en privilegiar una de las defi-
niciones vy justificar a confinuacion la
equivalencia (matematica) de las mis-
mas.

El matematico profesional identifica una
misma estructura formal en la variedad
de objetos matemdticos y en la activi-
dad que con ellos se lleva a cabo;
estructura que considera como «la
nocion matematicar. Esta estructura for-
mall representa la referencia implicita
en la resolucion de tipos de problemas
asociados a los distintos contextos de
uso. Sin embargo, en los procesos de
ensenanza y aprendizaje, los sujetos
carecen de la maestria suficiente para
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identificar dicha estructuray, por lo tan-
o, se precisa valorar la «equivalencion
de definiciones.

Basdndose en datos empiricos, Leikin vy
Winicki-Landman (2000) destacan dife-
rentes estrategias utilizadas por los pro-
fesores para analizar definiciones equi-
valentes de una nocién matematica.
Estas estrategias se basan en: las pro-
piedades (determinacion de relaciones
|6gicas entre las propiedades que defi-
nen el concepto), los conjuntos (andlisis
del conjunto de elementos que quedan
discriminados por la definicién) o las
representaciones (representacion del
objeto definido). La aplicacion de estas
estrategias no se restringe al plano epis-
temolodgico.

«Los profesores usualmente discuten
tanto caracteristicas pedagodgicas
como matemdaticas de las definicio-
nes, y muy frecuentemente usan con-
sideraciones didacticas para estable-
cer sus preferencias matematicas»
(Leikin y Winicki-Landman, 2000, 27).

De hecho, los datos empiricos aporta-
dos por Leikin y Winicki-Landman (2000)
permiten afirmar que la equivalencia
de definiciones matemdaticas no puede
valorarse Unicamente desde el punto
de vista epistemoldgico, es necesario
tener en cuenta las dimensiones cogni-
tiva (¢, qué estrategias de accién gene-
ra cada una de las definiciones?), ins-
truccional (;,qué definiciébn es mas
adecuada denfro de un proyecto
determinado de ensefanza?) y diddc-
fica (¢,qué relacion se establece entre
los significados personal aprendido e ins-
fitucional pretendido?).

Por ello, la justificaciéon de la equivalen-
cia matemdtica de las definiciones de
valor absoluto no representa un instru-
mento adecuado de estructuracion de
los modelos asociados a dicha nocién

con vistas a su ensenanza y aprendiza-
je. El estudio de los modelos de valor
absoluto (junto con sus definiciones aso-
ciadas) y de la aplicaciéon para la reso-
lucién de ecuaciones lineales muestran,
con relacion al significado, la necesi-
dad de un fransito flexible entre los dis-
fintfos modelos.

Tall (1991) define la abstraccién reflexi-
va como un mecanismo por el cual el
sujeto encapsula un proceso en un con-
cepto. Es precisamente esta encapsula-
cioén la que capacita a los matemarti-
cos profesionales para utilizar de manera
flexible un simbolo que representa, al
mMismo tiempo, un proceso y un concep-
to. Esto es, la absfraccion reflexiva estd
en la base de lo que se ha llamado el
pensamiento matemadtico flexible, que
permite transitar de forma no violenta
entre los dos estados de un objeto mate-
mdatico: operacional dindmico (cuan-
do el objeto es ufilizado como instrumen-
to, esto es, entendido como proceso) y
estructural estatico (cuando el objeto
se relaciona con otfros objetos dentro
de una teoria, esto es, entendido como
concepto).

La definicion introducida por Tall no es
operativa (Williams, 1999): ¢cémo de-
terminar si un individuo desarrolla una
actividad matematica utilizando de
manera flexible el cardcter dual proce-
so-concepto de un objeto matemati-
co? {,Qué acciones, gestos, argumentos
observables constituyen evidencia de que
dicho individuo opera mediante un pen-
samiento matemdatico flexible en un pro-
ceso de estudio matematico? ¢Es el
pensamiento matematico flexible una
metafora (Barrow, 1997) para determi-
nar un comportamiento «dptimo» con re-
lacién a un problema o situacion ma-
tematicos?

«La naturaleza densa de la cogniciéon
representa un gran impedimento
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para su estudio cientifico. A menos
que los constructos® sean definidos
en términos de fendmenos observa-
bles, no pueden ser realmente valo-
rados y estudiados cienfificamente.
Lo ideal para el estudio cienfifico de
los procesos cognitivos supetiores seria
desarrollar primero sélidas definicio-
nes operativas y luego frabajar en la
estandarizacion de estas definicio-
nes.» (Williams, 1999, 413-414).

Bajo nuestra perspectiva, el pensamien-
to matematico flexible es la capacidad
de transito rutinario entre diferentes pro-
cedimientos de resolucion, que ademas
supone un uso eficaz de dichos proce-
dimientos, el conocimiento de justifica-
ciones coherentes de los mismos y un
discurso fundamentado de las relacio-
nes entre la diversidad de objetos y sig-
nificados involucrados. Asimismo, el pen-
samiento matematico flexible queda
caracterizado por la capacidad de
reconocimiento de las limitaciones de
los procedimientos y por un control de la

2 Variable tedrica o latente no observable de
manera directa.

actividad matemdatica, que se fraduce
en la responsabilidad (matemdatica, no
de la culpabilidad) de los resultados pro-
ducidos.

Las situaciones algoritmicas son el con-
texto privilegiado donde se puede afir-
mar gque un sujeto moviliza en su activi-
dad un pensamiento matematico
flexible.

«Un sujeto estd en una situacion algo-
ritrica si, para resolver un problema,
estd obligado a construir, a partir de
un objeto A, un objeto B que resuel-
ve dicho problema. Ademas, la cons-
fruccion del objeto B no estd debida
al azary el sujeto debe ser capaoz de
reproducir los gestos, técnicas, pro-
cedimientos que le permitieron obte-
ner B a partir de A sin necesidad de
tener que resolver un problema con-
creto. El hecho de que el sujeto sea
capaz de construir el objeto B supo-
ne aceptar que es capaz de imagi-
nar la funcién de dicho objeto; esto
determina un verdadero conocimien-
to de la utilidad del objeto B.» (Wilhel-
mi, 2003c, 95).

6. Represemta gedficamente la fincion fix) = |2x ~ 6].
Soluciin
Primero debemos determinar en qué intervalos la ex-
presidn 2x — & es positiva y en qué ofros es negaliva,
Para ello, resolvemos la ecuacitn:

x—6=0=x=3
El valor x = 3 divide al ¢je OX en dos partes:
2% ~6<D H-6=0

Y
T

w3 3 k>3
Podemos, por tanto, definir la funcidn f{x) en dos tra-
M08!

x—6 x=3

f@ =2 - 6| ={—2x+6 x<3

Dando valores comespondienies a cada uno de los
tramos y llevindolos sobre un sistema de referencia:

[snwewe~

-2 -1 12345678

Figura 3. La NVA como funcién (Grupo Arrixaca, 2000, 130).
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Mds adelante, en 12y 22 de Bachillera-
to se introducen problemas donde es
necesario interpretar el comportamien-
to puntual de funciones segln continui-
dad o derivabilidad o representar y des-

cribir funciones (figuras 3 y 4). Siempre
pensando en una formaciéon técnica
para la resolucion de problemas «tipo»
propuestos en diferentes convocatorias
de exdmenes de selectividad.

10, Determina las asintetas horizontales y verticales de
las funciones siguientes.

2x
D f)= ———
7 |x] +2
13, (Selectividad. Cérdoba, 1994). Dada la luncidn:
x—2
)= [x=2] i

[x—1]
represéntala praficamente. estudiando su continui-

15,

23, (Selectividad. La Rioja, 1996), Dada la funcién

Estudia la continuidad de la funcidn y represéntala.
x: i

4
W enx =2

fixp =

Jfix) definida por;
|x = 2]

flay={ x -2
0 si

estudia su continuidad,

x#F2

s

x=2

Figura 4. Necesidad institucional (Grupo Arrixaca, 2001, 137).

4. Implicaciones
curriculares

Las dificultades cognitivas (Chiarugi, Fra-
cassina y Furinghetti, 1990) y la incapa-
cidad de la institucién escolar de con-
feccionar un curriculo pertinente para
la intfroduccién y desarrollo de la NVA
en la ensenanza secundaria (Perrin-Glo-
rian, 1995; Gagatsis y Thomaidis, 1994)
ha conducido a una ensefanza mera-
mente técnica fundamentada en la
definicion aritmética como regla (que
«quita el signo menos»). Esta infroduc-
cién de la NVA constituye un obstdculo
didactico que restringe, en muchos
casos, el conocimiento de los alumnos
a un mero juego de simbolos.

Este obstaculo se manifiesta de distintas
formas: lal = ay I-al = g, para todo
a e R, haciendo caso omiso de si a es
positivo (a> 0) o negativo (a<0). O tam-
bién:IV2-21=V2+2, 12-V21=2+
V2, 1V=2'| =V2, etc. Wihelmi, Godino
y Lacasta (2005) aportan pruebas expe-

rimentales de todo ello, a la vez que
determinan una estructuraciéon de la
muestra de estudiantes segdn si movili-
zan o no la definicién de valor absoluto
en situaciones problematicas.

Como afirman Winicki-Landman y Lei-
kin (2000, 17), «una de las cuestiones mds
importantes en matematicas es: ‘cudl
es la mejor forma de introducir un nue-
vo concepto matemdtico para que sea
aprendido». En la infroduccién de una
nocién matemadtica es necesario ase-
gurar su representatividad con relacion
al significado institucional de referencia.
La introduccioén del valor absoluto a fra-
vés de la definicidon aritmética (y de su
consecuente aplicaciéon como regla)
no es representativa: ninguna de las
definiciones analiticas puede ser abor-
dada (en la formacidn de los estudian-
tes estd ausente la teoria de funciones)
y las definiciones métrica y geométrica
son comprendidas como una simple
representacion que justifica la regla «qui-
tar el signo menos»,
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De esta forma, la infroduccién del valor
absoluto en el contexto aritmético repre-
senta una decision desafortunada en
los instituciones escolares actuales: supo-
ne la implementacién en el curriculo de
la nocidén «valor absoluto» por razones
meramente culturales. Su inclusidon es el
«residuo» de una ensenanza donde la
infroduccién de la NVA precedia a la
resolucion de ecuaciones lineales con
valor absoluto y a la manipulacién sim-
bdlica del limite secuencial y funcional.

La estructura curricular no estd prepa-
rada actualmente para abordar con
garantias el estudio de la nocién en un
contexto exclusivamente aritmético.
Seria conveniente la expulsion «tempo-
ral» de la nocién, bien hasta que se con-
feccionara una fransposicion diddctica
pertinente, bien hasta que los estudian-
tes iniciaran el estudio de la teoria de
funciones, central con relacién a la
nocién (Arcidiacono, 1983; Horak, 1994).

«Se reconoce al buen maestro por el
ndmero de temas valiosos que se abs-
fiene de ensenar. (Livingstone 1941,
citado por Chevallard, 1985, 54).

Esta decisidon supone la aceptacion por
parte de la instifucion escolar de:

1. La existencia de una transposicion
didactica no pertinente con relacion
a la nocién de valor absoluto.

2. La incapacidad para producir una
de-transposicion (Antibiy Brousseau,
2000) viable (costo de recursos mate-
riales y temporales admisible), repro-
ducible (estabilidad institucional con
relacién a la disponibilidad de recur-
sos) y fiable (los conocimientos apren-
didos son representativos de los sabe-
res institucionales pretendidos).

Gagatsis (2004, 61) llega a una conclu-
sidn similar: «nay fambién un gran ndme-
ro de obstdculos de origen didactico

relativos a una extrana fransposicion
didactica y a restricciones del sistema
educativo (...) Es un problema de legi-
timacidén del conftenido a ensenar.»

Por nuestra parte hemos comprobado
(Wilhelmi 2003a, 2003b, 2004) que la
infroduccidn tardia del valor absoluto
como funcién facilita no sdlo la adqui-
sicion de dicha nocidn, sino la posibili-
dad de redlizar tareas complejas, tales
como la resolucién de ecuaciones e
inecuaciones algebraicas y trascenden-
tes con valor absoluto, y el desarrollo for-
mal de la nocidn de limite funcional y
secuencial (en este orden). Asimismo,
se evitan las intervenciones diddcticas
desafortunadas sefaladas (vinculadas
principalmente a la regla «quitar el sig-
NO MEeNOos»).

La introduccién funcional del valor abso-
luto permite asimismo la relacion entre
sistemas de ecuaciones lineales y ecua-
ciones cuadrdticas y la modelizacion
de fendmenos fisicos tales como la tra-
yectoria de un haz de luz reflejado en
un espejo o el tiro parabdlico de una
pelota que rebota al llegar al suelo.

Por Ultimo, el planteamiento hecho es
exclusivo de la NVA v, por lo fanto, no
extensible a ofras nociones. El hecho de
gue una nocidn vaya a ser objeto de
desarrollos posteriores no implica que
deba refrasarse necesariamente su
ensefanza. Por ejemplo, la nocién de
multiplicacion sufre cambios radicales
segln el universo de objetos al que
haga referencia (nUmeros, vectores,
matrices, funciones, etc.), pero las defi-
niciones particulares siguen siendo efi-
cacesy Utiles en campos restringidos:
por muchas matemdticas que sepamos,
seguiremos multiplicando nimeros
como una «forma abreviada de sumar».

De hecho, la extension de las reflexio-
nes hechas a no importa qué nocion
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matemdtica desatiende la naturaleza
del desarrollo cognitivo (se aprende
confralos conocimientos adquiridos —
Bachellard, 1934) y lleva al inmovilismo,
puesto que es obvio que no es posible
intfroducir en los procesos de ensennanza
y aprendizaje las nociones, procesos y
significados de los objetos matematicos
tal y como un experto en un drea de
conocimiento los concibe. Esta «obvie-
dad» explica el fracaso de las matema-
ticas modernas que identificaron el des-
arrollo cognitivo de los ninos con la
construccién de las matemdticas segin
la Teoria de Conjuntos.

A modo de conclusion

La infroduccién de la NVA es «<mostrati-
vam, de la misma manera que 1o es la
visita a un museo para ver un cuadro:
«aqui tenéis el valor absoluto; admira-
dlo, porque no haremos nada con él».
Posteriormente, se reformula en térmi-
nos funcionales por una necesidad
impuesta implicitamente por la institu-
cion universitaria. Se aprende un con-
junto de técnicas de manera similar al
aprendizaje de una coleccidon de hitos
histéricos que permiten configurar el per-

Direcciones de contacto:

Miguel R. Wilhelmi

fil de un personaje, la idiosincrasia de un
pueblo o el desarrollo de una cultura.

El valor absoluto ha ido desaparecien-
do poco a poco de curriculos y pro-
gramaciones y sdlo queda un vestigio
de propuestas que perdieron su vigen-
cia (como todas lo hacen por la propia
dindmica de la relaciéon escolar y la
obsolescencia de las situaciones
didacticas). La evolucidon curricular es
lenta. Las innovaciones buscan, cicli-
camente, una mejora de la ensenan-
za, pero no tocan nada esencial de las
practicas de los profesores (Brousseau,
1998, 354). Esto hace que las reformas
educativas incidan en aspectos peda-
gbgicos y psicoldgicos, antes que dis-
ciplinares.

Una ingenieria didactica que se centre
en la NVA como funcién, y por lo tanto
en un contexto analitico, determinaré
un cambio del estatus de la nocién y
romperd con el aprendizaje mecdanico
y sin sentido de las propuestas actuales,
que se concretan en una mera mostra-
cidn «pictdricar» de la nocidn (en el pri-
mer ciclo de la ESO) y en un uso ritual
en tareas estereotipadas (en el bachille-
rato).
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