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Resumen

En este articulo vamos a ilustrar el tra-
bajo realizado en los Gltimos anos, con-
jugando la innovacion y la investigacion
en la ensenanza de las matematicas a
fravés del andlisis de la infervencion di-
ddctica en el aula, con un material di-
ddactico «puzzle algebraico» y el estudio
del origen de errores en el proceso de
adquisicion del lenguaje algebraico.

Presentaremos una experiencia realiza-
da con alumnos de 2.° de ESO en la que
se estudia los nimeros enteros y las ex-
presiones algebraicas utiizando el «puzz-
le algebraico», como un registro analé-
gico de los contenidos matematicos
citados. La metodologia utilizada para
la recogida de informacidn sobre las
producciones de los alumnos ha sido de
cardcter cualitativo y cuantitativo, o
gue nos ha permitido clasificar los erro-
res cometidos por los alumnos.

Expondremos, fambién, las conclusiones
generales que se derivan de estos fra-
bajos, asi como las distintas implicacio-
nes diddcticas de cardcter curricular y
de investigacion que se han generado.
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Abstract

In this paper the work carried out in the
last years is shown, bringing together the
innovation and the research in mathe-
matics education through the analysis
of the didactic intervention in the class-
room with a didactic material «algebraic
puzzle» and the study of the errors origin
in the process of acquisition of the al-
gebraic language.

We present an experience carried out
with sfudents of 2.° ESO in which there
are studied the infeger numbers and the
algebraic expressions using the «alge-
braic puzzle», as an analogical register of
the mathematical topics mentioned. To
collect information about student pro-
ductions we have used both qualitative
and quantitative methods, which has
allowed us to classify the errors of the
students.

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacién, 2006, Monografia IV, pp. 59-77
ISSN: 1579-3141



Eligia Dominguez Santana, Josefa Herndandez Dominguez, Maria Muiioz Pérez, Maria Mercedes
Palarea Medina, Raquel Ruano Barrera y Martin M. Socas Robayna

We also expose the general conclusions
stemmed from these works, as well as,
the didactic implications both curricu-
lar and from investigation that have
been generated.
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Introduccion

En este trabajo (1) describimos diferen-
tes temas de innovaciéon y de investi-
gacién en la ensenanza de las mate-
mdaticas que hemos desarrollado en los
Ultimos anos (2000/06), tomando en con-
sideracion una etapa educativa: Edu-
cacién Secundaria, un tipo de estudio:
dificulfades y errores en la adquisicion
del lenguaje algebraico y el andlisis de
los errores, y un material didactico «puzz-
le algebraico», entendido como una re-
presentaciéon semidtica para el Len-
guaje algebraico.

El tfrabajo se estructura del siguiente
modo: Puzzle algebraico, experiencias
de innovacién e investigacion, ejempli-
ficacién, origen de los errores, implica-
ciones curriculares e implicaciones en
la investigacion.

Los objetivos de este trabajo son:

— Presentar una vision global del tra-
bajo realizado en los Gltimos anos. En
particular:

! Este trabajo ha sido financiado, en parte, por la
D. G. I. Plan Nacional | + D + I: «La resolucién de pro-
blemas de Matemdticas en la Educacion postobli-
gatoria haciendo uso de herramientas tecnoldgi-
cas: Problemas de aprendizaje y métodos de
ensefanza» (SEJ2005-08499).

— Analizar las elaboraciones de una
alumna estudiando la evoluciéon de
las producciones obtenidas en el pre
y postest y en la entrevista.

— Reflexionar sobre este andlisis para
comprobar las conjeturas respecto
a la clasificacion de los origenes de
los errores.

— Presentar una nueva propuesta de
infervencion en el aula con el ma-
terial didactico «puzzle algebraico»

— Valorar el proceso de ensenanza
aprendizaje con la nueva propuesta
de intervencion.

El Puzzle algebraico

El Puzzle Algebraico estd formado por
132 fichas que se distribuyen en 13 pie-
zas de diferentes colores (azul claro y
azul oscuro), dimensiones y signos. El
puzzle es und representacion semidtica
de cardacter bidimensional no paradig-
mdtica basada en la nocién de mag-
nitud orientada, que permite abordar
el tfratamiento de los siguientes objetos
matemdticos: cantidades numéricas po-
sitivas y negativas, expresiones alge-
braicas elementales, ecuaciones lineo-
les, ecuaciones de segundo grado y
sistermas de ecuaciones e inecuaciones
(Socas, 2000).

Aunque se trata de una representacion
semidtica no paradigmatica, respeta el
principio de extension algebraica, espe-
cialmente con la regla de los paréntesis,
en la que aparece accionada a dos ide-
as: la resta como accién de quitar (for-
macién de ceros, ceros relativos,...) y la
resta como suma del opuesto. Ademads,
también respeta la regla de los signos y
en consecuencia permite la formacion
de rectangulos. El puzzle estd hecho para
que respete el dlgebra geométrica grie-
ga, es decir, para que se puedan resol-
ver hasta ecuaciones de 2.° grado.
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Experiencias de
innovacién e
investigacion

En este apartado trataremos de apor-
tar una vision general de los diferentes
frabagjos de innovacién e investigacion
desarrollados en los seis anos de traba-
jo de este grupo de profesores.

La propuesta de trabagjo con el Puzzle
se hizo en las XX Jornadas de la Socie-
dad Canaria de Profesores de Mate-
maticas «lsaac Newtons, celebradas en
febrero del ano 2000. En estas Jornadas
se desarroll6 el Taller cMatematicas para
Todos» dirigido por el Dr. Socas, con pro-
fesores de Educacion Primaria y Secun-
daria, en el que presentd fres materiales:

«Puzzle Algebraico», «Tablas de contar,
sumary restarm y «Tablero Matematico,
disenados por el mismo.

En paralelo a esta experiencia, se ha-
bia iniciado una investigacion sobre ha-
bilidades y errores en tres procesos es-
pecificos del lenguaje algebraico: la
sustitucion formal, la generalizacion y la
modelizacion, dirigidas también por el
citado autor.

Las diferentes experiencias realizadas
en estos anos las resumiremos en la Ta-
bla 1 destacando los aspectos mds re-
levantes: Ano, experiencia, centro, gru-
po, tema de estudio, metodologia,
formas de intervencion en el aula y pu-
blicaciones.

Tabla 1. Experiencias de innovacién e investigacion

- - . Metodologia de Formas de _—
Ano Experienciac  Centro Grupo  Temas de estudio investigacion  infervencin en el aula Publicaciones
Ndmeros Enteros Prefest Alternancia entre libro .
IS POPIO 4°ESO Expresiones Infervencién de texto y Puzzle Dominguiez.E. § Soisas
Montesinos ) . M. M. (2001)
2001 Algebraicas Postest Algebraico
oo B0 4850 Gl L ooy Ruano,R.ySoccs M.
Matios  1°BACH o Hlonaro y M. (2001)
Modelizacion administracion
NGmeros Enferos Pretest Adaptacion de las
I [ES Puerto de 39ES0 — Infervencion actividades delfioro -~ Dominguez, E. P.y
la Cruz ' plea Postest de fexto al Puzzle Socas, M. M. (2003)
Algebraicas . ;
Entrevistas Algebraico
2002 .
Andlss fesuflados Ruano, R, Socas, M. M.
del cuestionario.
Paralela Clasficacion de y Palarea, M. M.
(2003.°y 2003b)
errores
2003 Constitucion del Seminario de Investigacion e Innovacion Matemdtica para Secundaria
T — Pretest Dominguez, E., Mufioz,
IES José de —— Intervencion  Fichas disefiadas para M., Ruano, R. y Socas,
2004 I ) 2°ESO presio Postest elfrabajo con el Puzzle M. M. (2004)
Anchieta Algebraicas s ) . R
— Andilisis de errores Algebraico Munoz, M., Ruano, R. y
Entrevistas Socas, M. M. (2005)
2005 Elaboracion de las Fichas de Trabajo con El Puzzle Aigebraico
5 Pretest
o
ES Puerto de A d.e. Numerolen’reros Infervencion  Fichas elaboradas en
2006 1% Diversifi- Expresiones o
la Cruz & i Postest el Seminario
cacion Algebraicas .
Entrevistas
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Especial referencia merece el ano 2003,
en el que se constituyd el Seminario de
Investigacién e Innovacion Matemati-
ca para Secundaria, en el Area de Di-
ddctica de la Matemdatica de La Uni-
versidad de La Laguna. Previamente,
en septiembre de 2002, como culmi-
nacién del frabajo que veniamos de-
sarrollando, se leyeron las tesinas titu-
ladas: «La innovaciéon como mejora de
la ensefianza. El papel de los materia-
les concretos en clase de matemati-
cas» (Eligia Dominguez) y «Sobre los
procesos de sustitucion formal, gene-
ralizacién y modelizacién en matema-
ticas: implicaciones didacticas» (Ra-
quel Ruano).

En el primer frabajo se estudia, por una
parte, la innovacioén en materiales edu-
cativos y por ofra, se hace una investi-
gacién de aula en la que se usa el ma-
terial «Puzzle Algebraico». En el segundo
trabajo se estudiaron las habilidades de
un grupo de alumnos respecto a estos
procesos caracteristicos del lenguaje al-
gebraico, a través de un cuestionario
disenado al efecto. Ademds, se pusieron
de manifiesto errores que se cometen
en el desarrollo de estos procesos con el
fin de arbitrar procedimientos de ayu-
da a los alumnos para corregir dichos
errores.

También, este ano 2003, se presentd el
frabajo titulado: Andlisis y clasificacion
de errores cometidos por alumnos de
secundaria en los procesos de sustitu-
cion formal, generalizacion y modeli-
zacién en dlgebra en el Séptimo Sim-
posio de la Sociedad Espanola de
Investigacién en Educacion Matemati-
ca (SEIEM), en el que se realiza un and-
lisis y clasificacion de los errores come-
tidos por un grupo de alumnos de
Secundaria. Se infenta clarificar el ori-
gen de los mismos con el fin de arbitrar
procedimientos de ayuda pard su Co-
rreccion y se extraen consecuencias,

en forma de implicaciones didacticas,
del estudio realizado.

A partir de este momento, aungque am-
bas investigadoras siguen realizando fra-
bajos por separado, sus caminos con-
vergen con la creaciéon del Seminario
de Innovaciéon Matemdatica para Se-
cundaria, coordinado por el Dr. Socas
y en el que participan las profesoras:
Dras. Herndndez y Palareq, del Area de
Didactica de la Matematica de la Uni-
versidad de La Laguna, y Eligia Domin-
guez, Maria Munoz y Raquel Ruano, pro-
fesoras de Secundaria.

Los objetivos de dicho seminario son los
siguientes:

1. Conocer en profundidad el puzzle al-
gebraico como mediador didactico.2.
Disefiar y coordinar distintas experien-
cias diddcticas. 3. Redactar secuencias
diddcticas para el proceso de ense-
Aanza aprendizaje con la intervencion
del puzzle. 4. Analizar y discutir los resul-
tados obtenidos antes y después de la
intervencion didactica en el aula.

Ejemplificacion

Como muestra de los distintos fratajos de
investigacion que se han ido desarrollan-
do desde el Seminario, se presenta el es-
tudio de errores que hemos denominado
la experiencia lll. Indicaremos previa-
mente diferentes elementos del Marco
Tedrico y de la Metodologia usada.

Marco teorico

De los estudios experimentales sobre len-
guaje algebraico (Palarea, 2002) se ha
constatado la necesidad de ampliar las
fuentes de significados para el lengua-
je algebraico a Sistemas de Represen-
tacién Semidtica de procedencia ana-
I6gica 'y visual.
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En el caso que nos ocupa hemos limi-
tado las fuentes de significado para el
Algebra a los registros de las fichas de
frabajo del alumno, y al registro visuall
analégico que proporciona el material
diddactico: «Puzzle Algebraicon.

El estudio de los errores realizado en este
frabagjo se aborda tomando como re-
ferencia el marco tedrico descrito en
Socas (1997), en el que se consideran
fres ejes, no disjuntos, que permiten anao-
lizar el origen del error. De esta forma
podemos situar los errores que cometen
los alumnos en relacién con tres origenes
distintos:

— QObstéaculo
— Ausencia de sentido
— Actitudes afectivas

Metodologia

El protocolo seguido en esta experien-
cia lll es el siguiente:

En primer lugar se les administrd un pre-
test alos alumnos, seguidamente se de-
sarrollé la fase de instruccidn y poste-
riormente se administrd un postest. Este
proceso se analizd en Dominguez et all.
2004, para posteriormente en Munoz et
al. 2005, presentar un estudio biografi-
co de las entfrevistas realizadas.

La técnica de recogida de datos que
en una primera fase fue de cardcter
mas cuantitativo que cualitativo, aun-
que no exclusivamente, pues se utilizd
para la catalogacion del origen de los
errores, el registro diario tomado por la
profesora, se concretd posteriormente
en un estudio de cardcter cualitativo
sobre el andlisis de las habilidades de
los alumnos durante el periodo de ins-
fruccidén para la adquisicion del len-
guaje algebraico.

Descripcion y andlisis de
la experiencia

La experiencia lll, gue fomamos como
ejemplo, se llevd a cabo en el curso
2003-2004 en el IES José de Anchieta
(Tenerife) con 18 alumnos de 2.° de
ESO. Comenzo el dia 9 de enero de
2004 con la realizaciéon del pretest a la
gue se dedicaron dos sesiones, por lo
que el periodo de instruccién comen-
z6 el dia 12 de enero y se desarrolld a
lo largo de 25 sesiones de 55 minutos
cada una.

Durante estas sesiones se trataron los si-
guientes topicos: cantidades positivas y
negativas, valor numérico de una ex-
presién algebraica, operaciones aditi-
Vvas con expresiones algebraicas y ope-
raciones multiplicativas con expresiones
algebraicas. La secuencia de activida-
des se siguid, con algunos pequenos
cambios, de la guia del puzzle alge-
braico (Socas, 2000).

Los alumnos poseian conocimientos pre-
vios de nUmeros enteros ya que se ha-
bian trabajado en situaciones concretas
el curso anterior y en el nuevo curso
2003-2004, en un periodo de instruccion
anterior al desarrollado con el puzzle.
No fenian conocimientos previos de len-
guaje algebraico.

Aunque los puzzles ya estaban cons-
fruidos, los dos primeros dias del perio-
do de instruccion los alumnos elabo-
raron las plantillas de cada pieza del
puzzle, pues se entendia que de este
modo se familiarizarian antes con la
idea de drea que se asigna a cada
cantidad. Se termind repartiéndoles el
puzzle elaborado por las profesoras
puesto que las piezas tenian mayor
perfeccion y esto es de gran impor-
tancia en el estudio con esta repre-
sentacion.
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Aungue se habia tfrabajado con ndme-
ros enteros con anterioridad, se decidid
comenzar la secuencia de actividades
con estos por dos razones:

1. Inferesaba que los alumnos se fue-
ran familiarizando con la sinfaxis y re-
glas del puzzle.

2. Elpretest demostrd que habia un nu-
mero considerable de alumnos gue
todavia no sabian operar con nuU-
meros entferos.

En lo que concierne a la organizacion
del aula, se cambid la distribucion de
las mesas: de estar sentados en equipos
de cuatro, se pasd a que todas las me-
sas estuvieran orientadas hacia la del
profesor. Con esto se pretendia reforzar
la importancia de que el registro debia
plasmarse individualmente y de mane-
ra organizada. Esto interesa fundamen-
talmente para el aprendizaje del alum-
no pero, fambién, para que la profesora
pueda establecer un mayor control so-
bre las incidencias del proceso de en-
senanza/aprendizaje.

El frabajo en clase se realizd con fichas.
Esto no era nuevo ni para la profesora
ni para los alumnos pues ya se venia fra-
bajando de este modo durante el curso.
El recurso de las fichas permite que el
proceso de ensenanza/aprendizaje sea
individualizado. Lo mé&s destacable de
esta metodologia es que la profesora di-
rige la toma de registro, pero obliga a
que sed el alumno el que la desarrolle.

El postest 1 se realizd pocas semanas
antes de finalizar el curso vy sirvid como
control para evaluar las competencias
numMeérico - algebraicas de los alumnos.
Asi, la profesora decidid que los alum-
nos que habian alcanzado las compe-
tencias deseadas, se centraran en un
frabajo de probabilidad, y el resto, con-
tinuaran trabajando con el puzzle. Po-
sadas dos semanas, a estos dltimos

alumnos se les administrd nuevamente
el postest, que es lo que hemos llamado
postest 2.

Finalmente, se selecciond un grupo de
5 alumnos para realizarles entrevistas.
Analizaremos y valoraremos una de
ellos.

De los 13 alumnos encuestados, ufilizan
la representacion grafica del puzzle en
el postest:

— 8 alumnos para resolver al menos
una de las preguntas relativas a ex-
presiones algebraicas.

— 11 para la resoluciéon de preguntas
relacionadas con ndmeros enteros.

— Hay dos alumnas que a pesar de no
utilizar la representacion grafica del
puzzle, si emplean explicitamente
ideas que de él se derivan.

Las entrevistas se realizaron durante la
primera quincena de junio de 2004. Los
alumnos habian seguido trabajando
con el puzzle tras la instruccion y la ad-
ministracion del postest.

Como ya comentamos anteriormente,
de los 13 alumnos del IES José de An-
chieta se eligieron 5 alumnos para rea-
lizarles las entrevistas. La seleccion se re-
alizé en funcién de los resultados en el
pre y postest, asi como la disposicién en
la clase de matematicas y el interés en
realizar la entrevista. Se selecciond una
alumna de nivel alto; dos de nivel medio
pero que presentaron una notable me-
joria en su disposicion hacia la clase de
matematicas durante el periodo de ins-
fruccién con el puzzle; otra de nivel bagjo,
cuya entrevista es la que analizaremos
a continuacién; y, por dlfimo, un alum-
no con necesidades educativas espe-
ciales (NEE) que tuvo una mejoria clari-
sima entre el pre y postest y queriamos
comprobar si era debido a la represen-
tacion de los objetos numéricos y alge-
braicos que proporcionaba el puzzle.
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Las entrevistas se basaron en preguntas
seleccionadas del pre y postest y no fue-
ron iguales para todos los alumnos. En
cada una se incidié sobre aquellos as-
pectos que consideramos que podian
tener mayor relevancia en el proceso
de ensenanza/ aprendizaje.

El test utilizado es una adaptacion del
cuestionario Palarea (2002) que ade-
mas ha sido utilizado en una experiencia
anterior de Dominguez (2003).

A confinuacién se expresan las carac-
teristicas generales de la alumna selec-
cionada para la entrevista.

Es una alumna con poca predisposicion
para el estudio y que, con anterioridad
a la instruccién con el puzzle, no habia
mostrado ningun inferés por la asigna-
fura de Matemadatica. Es repetidora y tie-
ne las matematicas de 1.° de ESO sus-
pendidas.

Es una alumna de nivel bagjo, que du-
rante el periodo de instruccion com-
prendido entre el pre y postest faltd mu-

cho a clase por problemas de salud vy,
por lo fanto, no siguid la fase de ins-
frucciéon con el puzzle con continuidad.
En el periodo comprendido entre la ad-
ministracion del postest 1y el postest 2
es cuando comienza a tener conflictos
cognifivos relevantes para su aprendi-
zaje y como consecuencia de éstos
muestra un avance en el desarrollo con-
ceptual y manipulatfivo del lenguaje nu-
mérico-algebraico; por esta razén es se-
leccionada para la entrevista.

Mostramos a continuacién, a fitulo de
ejemplo, algunas producciones de esta
alumna, que llamaremos Deborah. Un
andlisis mds completo y en forma de es-
tudio biogrdafico se referencia en Munoz,
Ruano y Socas (2005).

Analizamos en primer lugar, la pregunta
numero uno del test en la que se pro-
ponen actividades relacionadas con
operaciones de cardcter aditivo con
canfidades positivas y negativas. Un re-
sumen de las respuestas dadas a esta
actividad en los fest y en la entrevista
es lo que comentamos a continuacion.

a) (+5)/H20)= kS b) (-2).(-3)=

0 (.(+5= + 3
&) (+4)-(+2= D
9 (9)3=-—6

i) 9(-6= + 3

& (+24):(-6)="H L
f) (+2)-3) |

h) -5+(-8)—1=
IS

Figura 1. Respuestas al Pretest.

En el pretest (Figura 1), se observa que
tanto para sumar y restar, como para
multiplicar, al nimero de mayor valor
absoluto le quita el de menor valor ab-

soluto, esto se comprueba en todos los
apartados menoseneldyelj.Enelja
4 le anade 3y le quita dos.
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Con los signos parece ser mds arbitraria
y barajamos las siguientes hipotesis:

¢ Pone el signo del mayor?
¢ Usa las reglas del producto?

En particular, en el caso de las multipli-
caciones y en general en el resto de las
operaciones, no parece distinguir el sig-

no de la cantidad del signo de la ope-
racion.

Al considerar la misma pregunta en el
postest 1 (Figura 2), manipulando el
puzzle, parece haber corregido su modo
de hacer; contesta correctamente a to-
dos los apartados excepto los aparta-
dos d y j que deja sin contfestar.

8) (#5120 +4S b (2.¢3)= +6

) (D)W
o (4= +&
2 (9)3=* @,
)96 =Y

d) (+24):(-6)=
f) (+2-(3)=4S
h) -5+(-8)= =13
j) 4+(-3)-(-2=

Figura 2. Respuestas al postest 1.

El puzzle como registro analdgico pare-
ce haberla ayudado a distinguir la ope-
racion de restar del signo de la canti-
dad.

Finalmente en el postest 2, sigue sin con-
testar al apartado d, el j lo hace co-
rrectamente y en el c y g se equivoca
en el signo.

B) (520 ~\S b) (D6

¢) (22).(+5)=41O
e) (+4)-(+2)= %2
g (9p3= 16
i) -94-6)= ~ 3

d) (+24):(-6)=
DM +S
h)-5+8)= =\
P32 - S

Figura 3. Respuestas al postest 2.
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En la entrevista se observa que pro-
cede bien en casi todos los casos,
utilizando las dos representaciones,
resta siempre quitando, sabe anadir

a) (#s)+ -20)=
= - AS

ceros en los casos en los que tiene
necesidad de ello para restar me-
diante la accién de quitar.

ERARX A DON0R D

RIGEPAVIVEVESEL SN

wy A =23 CES)- O~

27

L) (+2)

G4)-(C+2)= DOV x2

@ = xS

—¢—3)= VD |5

Figura 4. Intento fallido de uso del puzzle.

Si consideramos el apartado ¢, que
es el Unico incorrecto, observamos
que en su resolucion intenta usar el
puzzle, pero no lo consigue.

Veamos una parte del fragmento de la
enfrevista que alude a este apartado.

D: Menos dos por mds cinco...pon-
go dos fichas negativas...

P: Si no usases el puzzle ¢qué te da-
ra?

D: Mas diez.

P: ¢Y por gué mas 10? Explica el ra-
zonamiento que haces.

D: Dos por cinco 10y como el cinco
es posifivo.

P: ¢Pones el signo del mayor?
D: Si.

Ello nos aporta informacion sobre el
razonamiento que ha seguido con
los signos.

La pregunta 7 del test se refiere a
operaciones combinadas con can-
tfidades positivas y negativas. En el
pretest Deborah contesta correcto-
mente a los apartados a, b y e. Sin
embargo, en los aparados ¢ y d, ob-
via los paréntesis y opera de iz-
quierda a derecha sin tener en
cuenta la jerarquia de las opera-
ciones (Figura 5).

a) (3+s5)+a— _AD,

b)) (S5+4)-3—

) A2 S+2))= "7

A S-(3-1)=—

e) (3-2)y+2=— =

) S5(6+T)H)+a4=—

) 3(6-2)y+(-S+4)+1—
h) &6.(7+5S)y«(-8+4)y—

Figura 5. Séptima pregunta del test,
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En el postest 1 ya no comete errores,
aungue no simplifica las expresiones Nu-
méricas y en los apartados g y h, en-
cuentra problemas cuando el primer su-
mando del paréntesis es una cantidad
negativa, y asume que el signo de esta
cantidad es la operacion que tiene que
realizar.

En el postest 2, contesta correctamen-
te los apartados a y e y deja sin res-
puesta los apartados g y h (Figura 6).
Consideramos que el error en el signo
del item b fue debido a un despiste. El
resto de los apartados los tiene mal,
porque no sélo da prioridad en la re-
solucién al paréntesis, sino porque tfam-
bién coloca el resultado en primera po-
sicion.

a) G+5)+4=(KK\ =t =t
b) (5+4)-3=Q) -~ =-6

o) 42-5+2)= (MD)-<=A
& 5-6-1)=(2)-5 =3

o G2p2=CA)4+2 =D
b S(6+Ty+a= VI \X S

=52

g) 3-(6-2)H(-5+4)+1=

h) 6.(7+5)-(-8+4)=

Figura 6. Respuestas al postest 2.

En la entrevista sélo se le preguntd so-
bre los apartados ¢ y d, para tratar de
averiguar el origen del error. No utilizd el
puzzle en la resolucién. Las respuestas
dadas a estos apartados son correctas.
Cuando se le pregunta por qué lo re-
solvid de esta manera en el postest 2,
responde que pensaba que el parén-
tesis es prioritario e interpreta que la pa-
labra prioritario implica prioridad tfem-
poral (es decir se hace lo primero) y
fisica (se coloca en primer lugar).

La siguiente pregunta que comenftamos
esla 2y se refiere a operaciones de ca-
rGcter multiplicativo con expresiones al-
gebraicas.

No podemos aseverar nada sobre sus
conocimientos previos a la instruccion
con el puzzle, pues no obtenemos nin-
guna representacion de la alumna en
el pretest, lo cual nos hace suponer que
no tiene ningun significado para ella lo
que se le pregunta.
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R
&) (b+x)(y+3)=
f) b3b+x)+x(2b-x)=

Figura 7. Primeros items del postest 1.

En el postest 1, infenta resolver la pre-
gunta utilizando el puzzle, pero no
sabe emplearlo y lo descarta. Como
observamos sélo responde a los cuatro
primeros items (Figura 7). En el apar-
tado a no sabemos si distribuye sélo
respecto al primer miembro o simple-
mente omite el paréntesis. Por su pro-
ceder en ofras preguntas nos decan-
tamos por la segunda opcién. Tanto
en el item b como en el c omite el pa-

c) % Qy - X) X¥LR¥

g (e, 8

W Al

réntesis y convierte «el por» en una
suma.

En el postest 2 dibuja las fichas del puzz-
le para resolver los distintos items de la
pregunta.

Los items en los que no hay restas, es de-
cir, a, b y e, los resuelve sin problemas.

Comentamos con mds detalle los apar-
tados cy d.

Figura 8. Ausencia de uso del signo igual.

En el apartado ¢ procede correcta-
mente salvo en el signo que correspon-
de al cuadrado de la incégnita. Ade-
mds observamos en la manera de

escribir que no usa el signo igual (Figura
8). En el apartado d distribuye los dos
paréntesis por separado. En el primer
paréntesis se vuelve a equivocar con el
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signo. En el segundo, asume que el sig-
no de la operacion, resta, corresponde
al signo de la cantidad inmediatamen-
te posterior.

Si no tenemos en cuenta este fallo en
el signo, el resultado seria correcto. Po-
rece que la cadena de razonamientos
de la alumna es correcta, si bien, no
sabe transcribirla formalmente al len-
guaje algebraico.

2o-1S+Thb-\0 -5

En la entrevista procede bien en todos
los items, no comete el error del signo
en el item ¢, aungue su primera inten-
cién tanto en el apartado a como en
el b sigue siendo la del postest 1, es de-
cir, omitir el paréntesis y convertir el por
en un mads, ella misma se da cuenta que
este proceso no es correcto y multipli-
ca correctamente usando el puzzle y la
idea de darea (Figura 9).

3b-S)= 1S S
i o 2]
L=
BLE=—\00

@E:ﬂ:j‘mm

Figura 9. Uso del puzzle para la multiplicacion.

Siguiendo con este aparfado d vamos
a relatar parte de la trascripcion de la
entrevista.

D: Pongo fres fichas unidad anado una
b y cinco fichas negativas...ahora
fres b menos 5 me da 3b menos 15.

P: Pues, escribe.

D: Y ahora tengo que hacer cinco b
mas 2...y cinco b mds dos me da cin-
co b menos 10
Y entonces ahora qué hacemos.

. Restamos...

Venga escribe aqui lo que vas a ha-
cer ahora.

D: Agui me frabé, no sé.

vomw

Esto nos permite resaltar varias cues-
fiones:

En relaciéon con el postest 2, la primera
distribucién la realiza correctamente
mientras que en la segunda se equivoca
en el signo. En el postest fue al revés. Aun-

que no escribe bien algebraicamente,
si parece que existe una evolucién enla
escritura pues no se limita a escribir una
cadena de igualdades. Sin embargo, no
lee correctamente las operaciones,
como el signo de multiplicar no estd es-
crito explicitamente, no lo lee y ademads
no tiene en cuenta el paréntesis.

Por ofro lado, fijémonos que asi como
en el postest 2 la resta se convierte en el
signo del 5, aqui distingue entre signo
de la cantidad y operacién. Aunque
esto le supone un problema pues no
sabe cdmo resolver la resta.

Por dltimo vamos a tomar en conside-
racion la pregunta 8 que se refiere a
operaciones algebraicas de cardcter
aditivo.

En el pretest no contesta ninguno de los
items. En el postest 1, manipula fisica-
mente el puzzle pero no dibuja.
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a) x+x+3b+Sx= X4+ 2O
b) 4+3y= Ty
c) (y-b)+b=t

d) 3y-(b-2y)=AYy

-

e) Sx—(b-x+y)= Hx-b*";f
) b+(x+b)= 2N
g) (x-b+y)-(b-x+y)=

Figura 10. Respuesta a los items.

Como se puede observar (Figura 10), en
esta pregunta, contfesta correctamente
aquellos items que no implican un me-
nos delante del paréntesis, salvo en el
item b, en el que aun siente la necesi-
dad de clausura.

Sin embargo, cuando aparece un me-
nos delante del paréntesis, actia como
si el paréntesis no existiese. Este es un
error que ya cometié en los ejercicios
referentes a canfidades positivas y ne-
gativas.

En el postest 2, también manipula el
puzzle fisicamente y continta sin dibujar.
Ahora, fambién, sigue sin tener proble-
mas en las operaciones aditivas que no
implican un signo menos delante del pa-
réntesis y ademds, resuelve su proble-
ma de clausura. A corregir el error de
necesidad de clausura, le han ayudan-
do las piezas del puzzle.

Respecto a las operaciones con un me-
nos delante del paréntesis sigue sin resol-
verlas correctamente, aunque la mane-
ra de proceder ha cambiado. Omite las
letras que estan dentro del paréntesis
cuando han aparecido previomente y

convierte la resta en una suma. Como res-
ta quitando, consideramos que, para ella,
esta palalbra es sindénima de eliminar.

En la entrevista, ademdas de manipular el
puzzle, lo dibuja. Los items que habia re-
suelto correctamente, sigue teniéndo-
los bien. Vamos a relatar parte de la tras-
cripcion de la entrevista en el item d que
es el primero en el que hay un menos
delante del paréntesis.

. Pongo tres «y» y una «bo»

¢Tienes que anadir una «on»?

Una b negativa ¢no?

¢Y por qué negativa? ...Sigue, ana-
des una b negativa ¢y?

Dosvy.

¢Dos y positivas o negativas?
Negativas.

¢ Por qué?

Silencio.

vOoOmwo

UvOTU

Se observa que vuelve a actuar como
si el paréntesis no existiera. Considera-
mos que este error tiene dos motivos:

El primero es que Deborah siempre res-
ta quitando en lugar de sumando el
opuesto. Y emplear la idea de quitar
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con expresiones algebraicas le resulta
muy complicado.

El segundo motivo es el tipo de instruc-
cién, ya que a lo largo de ésta, siempre

gueda muy claro cudl es la operacion
y cudl el signo de la cantidad. Tras su si-
lencio, la profesora resuelve el item uti-
lizando tanto la idea de quitar como la
del opuesto (Figura 11).

Figura 11. Solucién de la profesora.

Luego se le plantea que redlice la si-
guiente operacion y la resuelve per-
fectamente usando la idea de quitar.
Entfendemos que Deborah en este mo-
mento resuelve un conflicto, que la re-
presentacion del puzzle le habia ayu-
dado a generar, y que era necesario
para darle sentido a este tipo de ope-
raciones.

Origen de los errores

El estudio de los errores los resumimos
presentando en primer lugar la Tabla 2
en la gue se recogen abreviocdamente
los errores cometidos por Deborah. En
la primera columna aparece la deno-
minacién de cada tipo de error, las si-
guientes columnas se refieren al nime-
ro de errores de cada tipo respecto a
los contenidos tratados (nUmeros ente-
ros y expresiones algebraicas) en las
pruebas, respectivamente.
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Tabla 2. Errores cometidos por Deborah

Error

Pretest Postest 1 Postest 2

Mayor menos menor

Opera y pone signo del mayor
Omite paréntesis

Proceso incompleto

Suma () y (+)

Inversiéon de la resta

Escribe mal el proceso
Convierte - en +

Clausura

Quita sumandos que ya han aparecido
=

Confunde signo de cantidad con operacion

TN On
'
1
1
sl
'

'
'
'
'
'
NN —

En segundo lugar, adjuntamos la Tabla
3 en la que situamos el origen de los erro-

res relativos a las preguntas relaciono-
das con expresiones algebraicas.

Tabla 3. Origen de los errores

ORIGEN

TIPO DE ERROR

Actitudes afectivas
) , Aritmética
Ausencia de sentido Pracadirisnts
Obstaculo DG e
Cognitivo

HE=0

Omisidn de paréntesis

Convierte () en (+)

Quita los sumandos que ya han aparecido
Clausura

En este momento de la investigacion
queremos analizar si las conjeturas que
habiamos formulado en Dominguez y
otfros (2005), sobre el posible origen del
error, son o no ciertas.

El error que hemos denominado «(+) -
(-) = (+)» en este caso fiene su origen en
la actitud de la alumna. Cometié este
error cuando ademdas tenia que apli-
car la propiedad distributiva y no en el
resto de los casos, por eso pensamos
que la alumna estaba mdas preocupa-
da por distribuir correctamente que en
los signos.

Inicialmente habiamos conjeturado que
la omision del paréntesis podia tener dos
origenes: ausencia de sentido debido

a cuestiones que habian quedado sin
resolver en el campo numeérico y obs-
téculo didactico. En concreto, para De-
borah, el origen de este error estd en
una ausencia de sentido. Inicialmente
cometia este error en el campo numé-
rico, parece que el puzzle la habia ayu-
dado a solucionar este error pero-lo Uni-
co gue ha ocurrido es que se ha
frasladado, cuando se le plantfean nue-
vos retos vuelve a proceder como solia
hacer.

El error que hemos denominado «Con-
vierte () en (+)» fiene su origen en una
ausencia de sentido. Deborah tiene pro-
blemas con la multiplicaciéon y como la
suma no le ocasiona dificultades, trans-
forma el producto en suma.
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El error denominado «Quita los suman-
dos que ya han aparecido» tiene su ori-
gen en un obstaculo didactico. Como
comprobamos en la entrevista, Debo-
rah realiza la resta quitando en lugar de
sumando el opuesto, y entendia la pa-
labra quitar como sindnima de eliminar.
Asi consideramos importante hacer hin-
capié en los distinfos métodos para re-
alizar la resta y poner sumo cuidado en
las palabras que elegimos a la hora de
explicar puesto que los alumnos no siem-
pre enfienden o mismo que nosotros
queremos decir.

La «Clausura» es un error que tiene su
origen en un obstaculo cognitivo, De-
borah no ve las expresiones algebraicas
Como enunciados que a veces son in-
completos, no aceptan que una ex-
presién no pueda cerrarse.

Implicaciones
curriculares: Propuesta
de desarrollo curricular

El frabajo desarrollado nos ha llevado a
elaborar una propuesta de desarrollo
curricular con el puzzle algebraico que
pretende ser un libro guia de interven-
cién en el aula. Se ha organizado en
unidades elementales de frabajo que
hemos llamado fichas y estén estructu-
radas en torno a cuatfro temas: Nume-
ros enteros, Expresiones Algebraicas,
Ecuaciones de Primer Grado y Ecuao-
ciones de Segundo Grado.

A lo largo de las distintas experiencias
nos dimos cuenta de la necesidad de
que el ritmo de aprendizaje de los alum-
nos fuese individualizado, para poder
atender a la diversidad cognitiva que
encontramos en la clase de matemati-
cas. Para ello necesitlbamos que el for-
mato permitiese al alumno ser autosufi-
ciente en su proceso de aprendizaje,

pero a la vez, que el profesor pudiese
controlar el desarrollo correcto del
aprendizaje. Por ofra parte, considera-
mMos que para que el alumno asimile un
objeto matemdtico es necesario que
frabaje con varias representaciones del
mismo; estas representaciones fueron:
lenguaje habitual, lenguaje algebraico
y representacion grafica. La manipula-
cién de varias representaciones por el
alumno le permite construir imégenes
mentales de un objeto matematico,
para llegar al estadio auténomo de re-
presentacién de éste. Esta fue la razén
fundamental que nos llevo a establecer
este formato de fichas.

Hemos realizado dos tipos fundamen-
tales de fichas. El primero es el que he-
mos denominado «fichas guiadas» en
las que se plantean actividades par-
cialmente resueltas, y, en el segundo
hay fichas de actividades sin guiar en
las que los alumnos ponen en practica
sus conocimientos. Ademdas, intercala-
das entre las fichas de actividades pre-
sentamos unas fichas dedicadas a la
historia de los distintos tépicos.

Implicaciones en la
investigacion de la
ensenanza de las
matemadticas

Finalizamos este articulo/informe del
frabagjo del Grupo, mencionando fres
propuestas de investigacion que se es-
tan llevando a cabo. Dos de ellas en
fase de redaccion de la memoria: Una
memoria de la fase de investigacion
de tercer ciclo «Puzzle algebraico, un
material innovador en clase de mate-
mdaticas» (Eligia Dominguez), y un pro-
yecto de tesina: «Andlisis de los proce-
$0s cognitivos de los alumnos en la
ensenanza y aprendizaje del digebra,
usando el material didactico puzzle al-
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gebraico como registro analégico de
los objetos matematicos estudiados. Es-
tudio de casos» (Maria Munoz). La fer-
cera propuesta, un proyecto de tfesis
doctoral, que se encuentra en fase de
realizacion: «Competencia y errores de
los alumnos de Secundaria en los pro-
cesos de Sustitucion Formal, Generali-
zacion y Modelizacion. Implicaciones
didacticas para la transicion del len-

Direccién de contacto:

guaje numérico al algebraico» (Raquel
Ruano).

Queremos resaltar, por dltimo, que el tro-
bajo realizado por el Grupo en estos
anos muestra una forma clara retroali-
mentacion entre la investigacion y la in-
novacion en la que el elemento fundao-
mental ha sido la experiencia de aula
y el frabajo con alumnos.

Eligia Dominguez Santana, Josefa Herndndez Dominguez, Maria Mufoz Pérez, M.°
Mercedes Palarea Medina, Raguel Ruano Barrera y Martin M. Socas Robayna

Departamento de Andlisis Matemdtico
Area de Diddctica de la Matemdtica
Universidad de La Laguna

c/ Astrofisico Francisco Sanchez, s/n
38271 La Laguna

Tenerife

E-mail: eligiad@canariastelecom.com, jhdezd@ull.es, mmunperh@gobiernodecana-
rias.org, mpalarea@ull.es, RRB@amena.com, msocas@ull.es
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