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Resumen

En este documento presentamos un pro-
cedimiento para caracterizar las estra-
tegias empleadas en la resolucion de
problemas relacionados con sucesiones
de numeros naturales lineales y cua-
draticas que involucran el razonamien-
to inductivo. Este procedimiento se fun-
damenta en la naturaleza del
razonamiento inductivo y en el andlisis
de contenido de las sucesiones, fenien-
do en cuenta la esftructura concep-
tual, los sistemas de representacion y los
aspectos cognitivos asociados al con-
tfenido matemdtico.
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Abstract

In this paper we present a procedure for
characterizing students’ problem solving
strategies related to problems concer-

ning linear and quadratic sequences of
natural numbers that involve inductive
reasoning. Taking info account the na-
ture of inductive reasoning, this proce-
dure is grounded on a subject matter
analysis that focus on the conceptual
structure, the representation systems and
the cognitive aspects related o the mat-
hematical content.
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Introduccién

El objetivo general inicial de nuestra in-
vestigacion era describir y caracterizar
el razonamiento inductivo que ponen
de manifiesto alumnos de educacion
secundaria al resolver tareas no rufina-
rias. Realizamos una primera aproxima-
cién a esta descripcion (Canadas, 2002)
y surgié la necesidad de andalizar este
razonamiento utilizando un confenido
matemdtico especifico. Seleccionamos
los sucesiones de nimeros naturales por-
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gue son un contenido adecuado y po-
tente para analizar el razonamiento in-
ductivo (Ortiz, 1997; Castro, 2004; Fou-
Laiy Kai-Lin, 2004; Kichemann y Hoyles,
2005) y porque los alumnos de secun-
daria espanoles se suponen capacita-
dos para resolver problemas relaciona-
dos con estas sucesiones, tanto por los
conceptos como por los procedimientos
involucrados (MEC, 2004). Finalmente,
nuestro objetivo de investigacion se con-
creta en describir y caracterizar el razo-
namiento inductivo que ponen de ma-
nifiesto estudiantes de secundaria al
resolver problemas que involucran su-
cesiones de numeros naturales lineales
y cuadrdticas.

En este documento presentamos un pro-
cedimiento para la caracterizacion de
las estrategias que emplean los alum-
nos de secundaria en problemas rela-
cionados con sucesiones de ndmeros
naturales lineales y cuadrdaticas que in-
volucran el razonamiento inductivo. En
la primera parte del documento se pre-
sentan los aspectos mds relevantes del
razonamiento inductivo para esta in-
vestigacion. En la segunda parte, ana-
lizamos el contenido matematico con
base en la estructura conceptual y en
los sistemas de representacion, y los as-
pectos cognitivos asociados. Posterior-
mente, presentamos dos consecuen-
cias de esftos andlisis para nuestro
frabagjo: la deteccién de criterios para
la seleccién de problemas adecuados
para nuestro objetivo de investigacion y
la obtencion de un procedimiento para
la caracterizacion de las estrategias que
emplean los estudiantes en esos pro-
blemas.

Razonamiento inductive

El razonamiento inductivo se considera
el razonamiento natural que da lugar al
conocimiento cientifico a través del des-

cubrimiento de leyes generales a partir
de la observacion de ejemplos particu-
lares (POlya, 1945). Este razonamiento se
caracteriza por ampliar la informacién
de la que se parte y por la comproba-
cién de la validez de la nueva informao-
cién. Polya considera el trabajo con ca-
sos particulares, la formulaciéon de
conjeturas, la justificacion de las conje-
turasy la comprobacion de conjeturas
COoNn nuevos casos particulares elemen-
tos clave en el proceso de razonamiento
inductivo. Basdndonos en estas ideas,
proponemaos Unos pasos que permiten
describir el razonamiento inductivo (Ca-
nadas y Castro, 2005):

— Trabajo con casos particulares.

— Basqueda y prediccién de patrones.
Formulaciéon de conjeturas.

— Validacién de conjeturas.

— Generalizacion de conjeturas.
Justificacion de conjeturas para el
Ccaso general.

La redaccion de estos pasos no significa
gue se sigan en tfodo proceso de razo-
namiento inductivo ni que aparezcan
en este orden. Nuestro interés se centra
ahora en fraducir estos pasos en térmi-
nos del contenido matematico con el
gue estamos trabajando.

Sucesiones de nUmeros
naturales lineales y
cuadraticas

Presentamos un andilisis de contenido
de las sucesiones basado en la estruc-
tura conceptual y en los sistemas de re-
presentacion y un andlisis de los aspec-
tos cognitivos relacionados con ese
contenido (Gomez, 2002). Estos andlisis
permiten definir criterios de seleccion
de problemas adecuados para plante-
ar a los alumnos, asi como la descrip-
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cién de las estrategias que los estu-
diantes siguen en la resolucion de esos
problemas.

Estructura general

Una sucesion de nuimeros naturales es
una aplicacién que fiene por dominio
el conjunfo de los nUmeros naturales
(Spivak, 1996). Una aplicacion es una
funcién donde cada elemento del do-
minio fiene imagen y ademdads esa ima-
gen es Unica. Una funcion se define
como una correspondencia donde si un
elemento tiene imagen, esa imagen es
Unica. Y la correspondencia es la rela-
ciéon mds general que se puede en-
contrar entre dos conjuntos de nime-
ros, la determinada entre dos elementos
de dos conjuntos (Aizpudn, 1976). En la
Figura 1 mostramos la jerarquizacion exis-
tente entre estos conceptos:

Correspondencia

Funcién

Aplicacion

Sucesion

Figura 1. Ubicaciéon matemdatica
de las sucesiones.

La naturaleza discreta del dominio de
las sucesiones de nimeros naturales
hace que sean funciones discretas. El
hecho de ser lineales y cuadraticas se
debe al grado de la funcién polindmi-
ca que determina su férmino general,
primer y segundo grado, respectiva-
mente. ’

Elementos, propiedades y tareas

Los elementos asociados al concepto
sucesion son el férmino general, el tér-

mino k-ésimo y el limite de la misma. El
término general, notado por a,, desig-
na el elemento genérico del conjunto
imagen. El férmino k-ésimo, notado por
a, con k=1, 2,... se refiere al término
concreto de la sucesidn que esté en el
lugar k (De Guzman y Rubio, 1990). El li-
mite no tiene interés para nuestra in-
vestigacion.

Considerando estos elementos, se defi-
nen unas propiedades que permiten
describir las sucesiones: finitud, recu-
rrencia, monotfonia, acotaciéon y con-
vergencia. La recurrencia cobra espe-
cial relevancia en esta investigacion por
tfratarse de una herramienta potente
para generar sucesiones. La recurren-
cia lineal es la propiedad de ciertas su-
cesiones que permite determinar cual-
quier término de la sucesidn como
combinacién lineal de términos ante-
riores. Las sucesiones de ndmeros natu-
rales lineales y cuadrdticas son infinitas,
recurrentes lineales, no acotadas y di-
vergentes.

Las relaciones que pueden establecer-
se al frabajar con esos los férminos k-ési-
mos y el término general de una suce-
sién y las tareas que se pueden planfear
teniendo en cuenta esas relaciones son
las que aparecen en la tfabla siguiente.

Tabla 1. Relaciones y tareas

Relaciones entre: Tareas

1. Términos k- 1. Continuar la

&simos sucesion
consecutivos

2. Términos k- 2. Extrapolar
&simos no términos
consecutivos

3. a. Encontrar el
término general

3. b. Obtener casos
particulares
conocido el
término general

3. Términos k-
&simos y término
general
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Las tres tareas relacionadas directa-
mente con el razonamiento inductivo
son continuar, extrapolar y encontrar el
término general.

Sistemas de representacion

Para expresar los razonamientos se utili-
zan los sistemas de representacion ex-
ternos como medio para exteriorizar las
representaciones mentales (Castro y Cas-
fro, 1997). Debido a la naturaleza de las
sucesiones de nimeros naturales, nos

centramos en las representaciones dis-
cretas. Estas sucesiones, como tipo par-
ficular de funciones discretas, se pueden
expresar en, al menos, cuatro sistemas
de representacion: tablas numéricas, re-
presentaciones graficas, notaciones
algebraicas y expresiones verbales (Cas-
fro, 1995). En consecuencia, considera-
mos los sistemas de representacion nu-
mérico, grdfico, algebraico y verbal.
Ademdas, existen variantes para cada
uno de esos sistemas, que son los que se
indican en la Figura 2.

SISTEMAS DE REPRESENTACION
DE SUCESIONES DE NUMEROS
NATURALES

Numérico Grafico

|| Numérica Recta

simple ] &ri
numeérica

DleTso[rJ?IIo || Ejes
artmertico cartesianos

L_| Tablade || Configuraciones
valores discretas

I
I

S e SN Dy

Ley de
recurrencia

Forma
polindbmica

Figura 2. Sistemas de representacion.

A contfinuacién, presentamos a modo
de ejemplo la sucesion de los ndmeros
impares expresada en los diferentes sis-
temas de representacion considerados.
Los primeros términos k-ésimos de la su-
cesion de los ndmeros impares, en el sis-
tema de representacion numérico, pue-
den escribirse en su forma numérica
simple: 1, 3,5, 7,...

Mediante el desarrollo aritmético: 1, 1+2,
14242, 1424242,...

O en una tabla de valores:
n 1 2 3
a, 1 3 5 7

Graficamente, los primeros términos de
la sucesion de los nUmeros impares, se
pueden representar en |la recta numé-
rica:
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En el plano cartesiano, donde la varia-
ble independiente es el lugar que ocu-
pa un término en la sucesion y la varia-
ble dependiente es el término mismo
(ver Figura 3).

Figura 3. Primeros términos de la
sucesion de los ndmeros impares en
diagrama cartesiano.

El término general de la sucesion de
los ndmeros impares se puede expre-
sar algebraicamente mediante la ley
de recurrencia, en la que un término
se puede expresar en funcién del an-
terior: a,= Q4+ 2, con ag= 1. También
mediante la expresion polindmica fun-
cional: a,=2n + 1. El sistema de repre-
sentacion verbal estd determinado por
el lenguagje coftidiano. En nuestro ejem-
plo, aparece sucesion de los nimeros
impares. Los términos k-ésimos y el tér-
mino general de una sucesion no se
pueden expresar en todos los sistemals
de representacion considerados. En la
Figura 4 se muestran los posibles siste-
mas de representacion de estos ele-
mentos:

Sistemas de

representacion Numérico

Grafico Algebraico Verball

A

L

S Y

Término Término general
k-ésimo

Figura 4. Elementos y sistemas de representacion.

Las relaciones entre los elementos de
las sucesiones (Tabla 1) y los sistemas de
representacion en los que se pueden
expresar, permiten establecer; (a) las
fransformaciones entre sistemas de re-
presentacion de un mismo elemento
(fransformaciones entre sistemas de re-
presentacion (Kaput, 1992; Gémez,
2002)), (b) los cambios entre sistemas de
representacion de diferentes elemen-
tos, y (¢) las tfransformaciones entre for-
mas de expresar un mismo elemento
dentro de un mismo sistema de repre-

sentacion (fransformaciones sintdcticas
(Kaput, 1992; Gdmez, 2002)). Las prime-
ras transformaciones que hemos men-
cionado aparecen enlas Tablas 2y 3y
las hemos llamado Ti, coni= 1, 2,... 6.
Las transformaciones sintdcticas que
pueden aparecer en el trabajo con los
términos k-&simos son transformaciones
sintacticas numéricas (TSN), graficas
(TSG) y verbales (TSV); y transformacio-
nes sintacticas algebraicas (TSA) y ver-
bales (TSV), para el término general.
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Tabla 2. Transformaciones entre representaciones de un término k-esimo

Elemento de la sucesion

Término k-&simo

S. Representacion Numérico Grafico Verbal
) Numérico T3 5
Término L
Kk-&simo Grdafico Ti 6
Verbal T2 T4

Tabla 3. Transformaciones entre

representaciones del término general

Elemento de la sucesion

Término k-ésimo

S. Representacion Algebraico Verbal
Término Algebraico T8
e Verbal 7

En la Tabla 4 se reflejan los cambios
posibles enfre sistemas de representa-
cién de diferentes elementos. Si el
cambio se produce de los términos k-

Tabla 4. Cambios del sisterma de rep

ésimos al término general, los hemos
llamnado Ci, coni=1,...6;yCib,i=1,...
6 si el cambio se produce en el senfti-
do conftrario.

resentacion entre diferentes términos

Término General
S. Representacion Algebraico Verbal
Numérico Cl Clb C4 Cdb
K-ésimo Grdfico C2 C2b C5 Cbb
Verbal C3 C3b Cé6 Cob

Por ejemplo, T1 se da al transformar tér-
minos k-&simos de una sucesion en el sis-
tema de representacion grdfico a esos
mismos términos en el sistema de repre-
sentacion numérico (Tabla 2). Si de estos
términos expresados numéricamente,
se llega a una generalizacion expresa-
da algebraicamente, se produce un
cambio C1 (Tabla 4). Si esa expresion al-
gebraica se transforma en una expre-
sion verbal del término general, se pro-
duce T8.

El andlisis de contenido de las sucesio-

nes debe sustentar la descripcion de
los aspectos cognitivos asociados a
problemas de ese contenido mate-
matico.

Aspectos cognitivos

De las tareas que senalamos en la Ta-
bla 1, la continuacion, la extrapolacion
y la obtencién del término general estan
directamente relacionadas con el ra-
zonamiento inductivo. Estas tareas que
se pueden planfear en el frabajo con
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sucesiones, se traducen en tres capaci-
dades generales que pueden poner de
manifiesto los alumnos:

— Continuar la sucesion.

— Extrapolar términos en la sucesion.

— Expresar el término general de la su-
cesion.

Estas capacidades podrdn ser comple-
mentadas con capacidades especifi-
cas, las cuales deben estar descritas en
funcién de los elementos de las suce-
siones, los sistfemas de representacion
empleados y las transformaciones o
cambios de representacion entre los mis-
mos al realizar ciertas operaciones. Por
tanto, ser@n capacidades especificas
de cada tarea. En el siguiente apartado,
determinamos el tipo de tareas relacio-
nadas con sucesiones de ndimeros na-
turales con las que vamos a frabajar.

Criterios para la
seleccion de problemas

Un criterio que se establecié al comien-
zo de nuestra investigacion fue trabajar
con sucesiones de numeros naturales i-
neales y cuadrdticas. Atendiendo a la
naturaleza del razonamiento inductivo,
al andlisis del contenido matematico y
a los aspectos cognitivos asociados, se

deduce que para nuestro objetivo de
investigacion, el trabajo debe partir de
los términos k-ésimos de las sucesiones.
Esto también implica que los problemas
pueden ser enunciados numeérica, ver-
bal y graficamente (los sistemas de re-
presentacion en los que se pueden ex-
presar estos términos).

De las tres tareas relacionadas con el
razonamiento inductivo, seleccionamos
continuacion y extrapolacidon como pro-
puestas para los alumnos, ya que invi-
tan a los alumnos a la generalizaciéon
de una manera indirecta. No seleccio-
namos el cdlculo del término generall
de la sucesion porque el andlisis de silos
alumnos generalizan espontdneamente
y cdmo lo hacen forma parte de nues-
fra investigacion. Para analizar el pro-
ceso completo de razonamiento in-
ductivo, se les debe proponer que
justifiguen su respuesta.

La combinacidén de estos criterios dio
como resultado un excesivo ndmero
de problemas para el disefio de nues-
fra investigacion, por lo que finalmen-
fe asignamos aleatoriamente la tarea
que se le propone a los alumnos en
cada uno de los problemas. Los tipos
de problemas que finalmente se con-
sideraron fueron los que aparecen en
la siguiente tabla:

Tabla 5. Tipos de problemas

SISTEMA DE REPRESENTACION

Verbal Numérico Grafico
SUCESIONDE  [ineail Continuar Extrapolar Extrapolar
NUMEROS
NATURALES Cuadrdtica Extrapolar Continuar Continuar
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Procedimiento para
la descripcion
de estrategias

A continuacion, reformulamos ios pasos
del razonamiento inductivo que indica-

mos en el primer apartado, teniendo en
cuenta los elementos de las sucesiones
de numeros naturales. La justificacion
de conjeturas para el caso general pue-
de hacerse formal (paso 5) o informal-
mente (paso 6). En la segunda columna
indicamos los elementos que se rela-
cionan en cada uno de los pasos.

Tabla 6. Pasos-términos relacionados

Pasos

Términos relacionados

. Trabajo con términos k-ésimos

. Busqueda y predicciéon de patrones
. Formulacién de conjeturas

. Validaciéon de conjeturas

. Trabajo con el término general

NO O WwWwN —

general

. Obtencién del férmino general de la sucesion

términos k-ésimos - términos k-&simos
términos k-ésimos - términos k-&simos
términos k-ésimos - férminos k-ésimos
términos k-&simos - férminos k-ésimos
términos k-ésimos - término general
término general - término general

. Cdlculo de términos k-ésimos a partir del término  término general - férminos k-&simos

La identificacién de los elementos en
cada paso junto con las transformacio-
nes y los cambios en los sistemas de re-
presentacion que pueden aparecer en
los mismos, permiten describir las estra-
tegias que emplean los alumnos en los
problemas. Como anferiormente, no se
asegura gue los alumnos sigan fodos los
pPasos v, por consiguiente, no se fienen
que producir fodos los cambios y frans-
formaciones posibles en los sistemas de
representacion.

En la pagina siguiente mostramos una
tabla a modo de ejemplo, la cual sinfe-
tiza la descripcion de las estrategias de
un problema en el que se comienza el
frabajo con términos k-&simos enuncia-
dos graficamente (un tipo de problema
de nuestra investigacion). Determinados
los elementos de la sucesion que se re-
lacionan en cada paso (Tabla 6), la in-
formacidn relativa a las fransformacio-
nes y cambios en los sistemas de
representacion se obtiene de las Tablas
2, 3y 4y queda expresada con los tér-
minos que les asignamos anteriormente

en esas tablas ademds de las transfor-
maciones sintdcticas (TSG, TSN, TSV y
TSA). Por ejemplo, los primeros pasos re-
lacionan términos k-ésimos entre si, por lo
que se pueden producir las transforma-
ciones que aparecen en la Tabla 2 (te-
niendo en cuenta que en el ejemplo se
parte de la representacion gréfica). Las
transformaciones entre los términos k-&si-
mos y el término general quedan reco-
gidas en la Tabla 4. La Tabla 3 muestra los
cambios que se pueden dar en el tra-
bajo con el férmino general de la suce-
sion. Por dltimo, se pueden producir una
serie de transformaciones entre términos
k-ésimos que se recogen en la Ultima co-
lumna de la tabla. Hemos supuesto, para
el ejemplo, que larespuesta es dada en
el sistema de representacién numérico.

SegUln la Tabla 7, una estrategia puede
venir dada por la secuencia TSG-C4-
C4B-TSN. La interpretacion de cada una
de estas transformaciones segun los ele-
mentos que se relacionan y los sistemas
de representacion que se emplean, per-
mite la descripciéon de esa estrategia.

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacion, 2006, Monografia IV, pp. 13-24
ISSN: 1579-3141



Un procedimiento para la caracterizacion de estrategias en problemas de sucesiones
que involucran el raconamiento inductivo

Tabla 7. Eiemplo

Trabajo con T. k-éximos T. k-ésimos ~ Trabajo con  T. General- T. k-ésimos
' T.General T.General T k-&simos T. k-&simos
> 1SG
__bkn D
1 I
T1 Lcra ' Clo
—> TSN Lo T6 i e T D e e o e
- pC21 1TV ) 1C2 i
- ! TSN
P18 | brer T Y V| sl iTsA ! lcap ! ! |
86 T3 ! T [ P TSV 1+ !
Lol 15 1 12 15 recay 0 T7 0 lcap | !
E A | | 78 ey, ; 1| TSG ==t |
' C5 , | Csb e et
| Ll gV Lof T4 — ! i Lo i i
T1 : Céb 1 Céb 1
> T2 T4 16 b el e
16 T
> T4

Aportacion de este
trabajo

Los diferentes tipos de problemas, en
funcién del sistema de representacion
que se utilice para los férminos k-ésimos
del enunciado, se corresponden con es-
quemas andlogos al presentado en la
Tabla 7. La descripcidn de las estrate-
gias que utilicen los alumnos en un pro-
blema se basa en la interpretacion del
esquema correspondiente, con base en
el trabajo que hemos presentado en
este documento.

Cada problema tendrd asociadas unas
capacidades especificas. Realizada
una descripcion de las estrategias em-
pleadas por los alumnos en los diferen-
tes fipos de problemas considerados,
se podrdn obtener las capacidades es-
pecificas que los alumnos ponen de
manifiesto con los problemas seleccio-
nados. En el caso de que se observen
patrones en las estrategias empleadas
por los alumnos, se determinardn dife-
rentes perfiles en los alumnos de
secundaria al resolver este tipo de pro-
blemas relacionados con el razona-
miento inductivo.
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