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Resumen

En este frabajo se ponen de manifiesto
los pasos seguidos hasta la observacion
de los fendmenos relacionados con el
limite finito de una sucesién y con el li-
mite finito de una funcién en un punto.
La exposiciéon incluye una caracterizo-
cién de tales fendmenos encontrados,
ejemplos de la presencia de ellos en li-
bros de texto, y las conclusiones e im-
plicaciones diddcticas que se derivan
del estudio.
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Abstract

In this work the steps followed until the
observation of the phenomena related
to the finite limit of a succession and to
the finite limit of a function in a point are
shown. The exhibition includes a cha-
racterization of such found phenome-
na, examples of the presence of them in
fext books, and the didactic conclusions
and implications that they are derived
from the study.
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Introduccién: Origen del
estudio

Nuestro interés sobre la nocidén de limite
fiene su origen en el estudio del andilisis
no estandar y el tratamiento que da el
mismo al concepto de limite. Este inte-
rés queda justificado en nuestra me-
moria de investigacion (Claros, 2000 y
Sanchez, 2000).

Trabajando sobre el concepto de limite
observamos la presencia de un campo
semdntico, en el que intervienen no-
ciones, ideas o definiciones como las de
infinito potencial, infinito actual o apro-
ximacion, y problemas relacionados con
el uso del lenguaje para estructurar fra-
ses con sentido alrededor de laidea de
limite. Este campo semdntico puede es-
tar presente incluso antes de la ense-
Aanza del concepto de limite, de ma-
nera que los nuevos conocimientos se
mezclardn con las concepciones es-
pontdneas anteriores a la ensefanza,
para gue los alumnos formen lo que se
denomina concepciones personales en
forno al limite (Cornu, 1991).

Entendimos que seria de algin interés
para la investigacion el profundizar en
ese campo semantico y en la coleccion
de problemas. Ademas, observamos
que en la mayoria de los estudios dedi-
cados al concepto de limite, sdlo los en-
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tendidos podian establecer una distin-
cién clara entre el concepto de limite
de una sucesion y el concepto de limi-
te de una funcién. Es mds, en los traba-
jos de investigacion no se solia distinguir
entre ambos conceptos. Esta tenden-
cia ha cambiado en los Ulfimos anos,
apareciendo trabajos que se ocupan o
del limite de una sucesion (Mamona-
Downs, 2001), o del limite de una fun-
cién (Espinoza y Azcérate, 2000).

A partir de este momento decidimos
ocuparnos de dos conceptos: el limite fi-
nito de una sucesion y el limite finito de
una funcién en un punto; acunamos, in-
genuamente, la expresion «aproxima-
cién simple», para referirnos al primero,
y «aproximaciéon doble», para el segun-
do. Las siguientes ideas nos parecieron
evidentes:

— La aproximacién simple designaria
los limites (finitos) de sucesiones, re-
conociendo asi el acercamiento in-
definido de los valores de la suce-
sion a su limite.

La aproximaciéon doble designaria
los limites finitos de funciones en un
punto, reconociendo asi el doble
acercamiento arbitrario de la vario-
ble independiente a un valory de la
funcién, a otro valor,

Para analizar las diferencias entre el li-
mite finito de una sucesion y el limite fi-
nito de una funcién en un punto, nece-
sitGlbamos primero elegir una definicion
de entre las diferentes definiciones de
limite que hay en los manuales de cal-
culo mdas usados en la Universidad. Ele-
gimos siete definiciones de limite de su-
cesiones, que fueron fomadas de los
manuales que pudimos encontrar en la
Biblioteca de la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Mdlaga (El anexo
1 incluye las 7 definiciones). Con ellas,
elevamos una consulta a expertos: pro-
fesores de la facultad de Ciencias Ma-

tematicas y del departamento de Ma-
temdtica Aplicada de la Escuela Técni-
ca Superior de Ingenieria Informdatica.
Los encuestados prefirieron la siguiente
definicion:

«Sed X, una sucesién en R, decimos que
X, CONverge a un numero real x (o tiene
como limite el real x y escribimos lim x,=x)
si para cada e>0, existe un numero na-
tural N tal que sin=N entonces | x.-x | <e»

Por analogia con esta definiciéon foma-
mos como definicion de limite finito de
una funcién en un punto:

«f tiene limite | cuando x tiende a q, si
para todo £>0 3 >0 tal que si |x-al<é
con x+a enfonces | f(x) - 1] <e»

Al estudiar a fondo ambas definiciones,
concluimos que era posible abordar el
concepto de limite desde dos puntos de
vista: simbdlico y fenomenoldgico. Des-
de el punto de vista simbdlico, o formal,
gue no excluye, sin embargo, el reco-
nocimiento de fenémenos matemdaticos
organizados por las definiciones indica-
das, un estudio comparativo de ambas
permitié elaborar colecciones de ana-
logias y diferencias en tres campos bien
determinados: Dependencia; Orden, va-
lor absoluto y cota; Procesos infinitos y
fipos de infinitos, incluyendo cuestiones
relacionadas con la cardinalidad.

Al observar el estudio comparativo des-
de una perspectiva fenomenoldgica,
nos dimos cuenta de que el concepto
de limite ciertfamente organiza los cam-
pos indicados, pero no podiamos dar
cabida a otros fenémenos aln no con-
siderados.

De una manera ingenud, como hemaos
indicado, creiamos haber observado un
fendmeno de aproximacion simple (en
sucesiones) y ofro de aproximacion do-
ble (en funciones). Junto a ellos, nos
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vimos obligados a reconocer que la de-
finicion de limite organizaba otros fend-
menos, aln por precisar, que, inicial-
mente, acordamos designarlos con la
expresion «fendmenos de ida-vueltar.
Las descripciones ingenuas, dadas en
aquel momento, de tales fendmenos de
«ida y vueltan, fueron:

— En la definicién formal de limite fini-
to de una sucesion, la «ida» consiste
en la creacion de una funcién e-
Nq(e). vy la «vuelta» consiste en la
comprobacion de que la funcién
creada se gjusta bien al problema: la
comprobacién lleva consigo una
aproximacioén simple de la variable
dependiente.

En la definicion formal de limite fini-
tfo de una funcidén en un punto, la
«ida» consiste en la creacion de una
funcion e-d(e), y la «wvuelta» en la
comprobacion de que la funcion
creada se gjusta bien al problema: la
comprobacion lleva consigo una
aproximacion doble tanto de la va-
riable independiente como de la de-
pendiente.

Recapitulando, habiamos observado
ya cuatro fendbmenos no detectados en
el estudio comparativo de las definicio-
nes (Tabla 1).

Tabla 1. Fenémenos relacionados con
la definicion de limite

En sucesiones En funciones

Aproximacion Aproximacion
simple doble
Ida-vuelta lda-vuelta

En el caso de que tuviéramos algo de
razén al considerar estos fenémenos,
pensamos que mereceria la pena:

— Precisar el significado de esos fend-
menos.

— Detectar su uso.

— Establecer la conexion con los otros
fenédmenos, todos ellos matemdaticos,
descritos en el estudio comparativo.

Este trabajo se dedica exclusivamente
a cumplir el primer objetivo y a dar ejem-
plos del segundo. En el apartado si-
guiente, describiremos los cuatro fend-
menos y estableceremos su relacion con
las definiciones de limite de una suce-
sion y la de limite de una funcién en un
punto. Y en el posterior, presentaremos
ejemplos de uso de los cuatfro fendbme-
nos: dichos ejemplos estén extraidos de
un frabajo mdas amplio y sistemdatico que
forma parte de las tesis doctorales de
dos de los autores.

Descripcion de los
fenomenos

En la definicidn de limite finito hemos ob-
servado la presencia de fendmenos de
aproximacion infuitiva y de fendmenos
de refroalimentacion.

Fendmenos de aproximacion intuitiva

Se manejan conceptos matematicos
(de acercamiento o de aproximacion)
de manera no rigurosa o no matemati-
camente acabada. En su inmensa ma-
yoria, se trata de afirmaciones mate-
mdticamente correctas que se dan
como vdlidas fras una observacion de
pares de nimeros relacionados.

Aproximacion simple en sucesiones. Se
consideran k términos ordenados (ge-
neralmente consecutivos) de una su-
cesion: (1, ay), 2, ay).... (k, ap.

Fenémeno observado: Al inspeccionar
la secuencia de valores a,, Q,,...,Qy, PO-
recen acercarse a un valor. Usamos la
expresion «parecen acercarse» de ma-
nera voluntariamente ambigua porque
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pretendemos capturar, al usarla, cual-
quier intuiciéon del limite de la sucesion.
Por ejemplos algunos enunciarédn una
conjetura; ofros declarardn ese limite
como resultado del reconocimiento de
una pauta (explicita o no) en los valores
inspeccionados. Por comodidad, desig-
naremos este fenédmeno con la expre-
sién aproximacion simple intuitiva o ASI.

Modelo: Enlasucesion (1, 2/1), (2. 2/2), (3,
2/3), (4, 2/4),... el término 2/n parece
acercarse a cero a medida que n crece.

Aproximacion doble en funciones. An&-
logo al anterior, con una condiciéon anao-
dida: se representa la funcién median-
te una sucesion. Se parte de una funciéon
real de una variable reaql, f, y se selec-
cionan k pares de valores, (x;, (X)), (X,

O (K FX).

Fendmeno observado: Los valores x,, Xs,.. .,
X, parecen acercarse a un valor y sus res-
pectivas imagenes f(x,), f(x,). ..., f(x) pa-
recen acercarse a otro valor. El que esté
aprendiendo cree que hay dos aproxi-
maciones, la de la sucesidon de valores
de la variable independiente hacia un
valory la de la sucesidon de valores de la
variable dependiente hacia el limite; es
consciente, o no, de la conexion que la
funcioén f establece entre ambas suce-
siones. Esta observacion nos conduce a
designar el fendbmeno con la expresion
aproximacion doble intuitiva o ADI.

Modelo: En la funcion f(x) = x+1, si fo-
mamos los pares de valores (0.9, 1.9),
(0.99, 1.99), (0.999, 1.999).... se observa
que cuando x se acerca a 1 los valores
f(x) se acercan a 2.

Fendmenos de retroalimentacién

Se manejan conceptos matematicos for-
males, en el senfido de que los procesos
sélo se realizan en su plenitud con ayuda
del sistema de representacion simbdlica.

El limite finito de las sucesiones. Se con-
sidera una sucesion (n, a,) y la defini-
cion de limite de una sucesion. Feno-
menos observados con ayuda de la
sucesion y de la definicion:

(1) Se afirma la existencia de una fun-
cion natural de variable real (g, N(g)).

(2) Se construye efectivamente dicha
funcion.

«Construccion efectivar significa aqui
una de estas dos posibilidades: bien
se obtiene la expresion de la funcidon
(e. N(&)) o bien se demuestra inequivo-
camente su existencia.

Modelo: Parfiendo de la sucesion (n, 1/n)
se construye la funcién (g, E(1/e) + 1) don-
de E designa la funcién parte entera.
La sucesion (n, a,) y la funcién (e, N(g))
estdan inevitablemente enlazadas: con
ayuda de la primera, la definicién de [i-
mite induce a construir la segunda; con
ayuda de la segunda, se establece una
propiedad de la primera. Por esta ra-
z6n, designaremos este fendmeno de
refroalimentacion con la expresion ida
y vuelta en sucesiones o VS,

El limite finito de las funciones numéri-
cas de una variable real. Se considera
una funcién real de una variable redi, f,
y la definicion de limite de una funcién
en un punto X,.

Fendmenos observados con ayuda de
la funcién y de la definicion:

(1) Se afirma la existencia de una fun-
cion real de variable real (g, 8(¢))
(2) se construye efectivamente dicha

funcion.

«Construccion efectivar significa aqui
una de estas dos posibilidades, bien se
obtiene la expresidon de la funcién (g,8
(e)) o bien se demuestra inequivoca-
mente su existencia.
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Modelo: Partiendo de la funcién f(x)=2x, se
construye la funcion (g, 8) , donde 8< &/2.
Las funciones f (de la variable x) y § (de
la variable e) estan inevitablemente en-
lazadas: con ayuda de la primera, la
definicion de limite induce a construir la
segunda; con ayuda de la segunda, se
establece una propiedad de la prime-
ra. Por esta razén, designaremos este fe-
ndmeno de retroalimentacion con la ex-
presion ida y vuelta en funciones o IVF.

Presencia de los
fendmenos:
representaciones y
sistemas de
representacion

A partir de los anos 80 se ha detectado
un uso masivo de las representaciones
en educacién matematica. Las repre-
sentaciones son enfendidas desde en-
tfonces como:

«todas aquellas herramientas, -sig-
nos o graficos- que hacen presen-
tes los conceptos y procedimientos
matematicos y con los cuales los
sujetos particulares abordan e inte-
ractian con el conocimiento mate-
matico, es decir, registran y comu-
nican su conocimiento sobre las
matematicas» (Rico, 2000).

Este aumento masivo de los sistemas de
representacion esté presente en los li-

bros de texto, que se han convertido en
un «espacio» adecuado para detectar
la presencia de los fendmenos descri-
tos anteriormente. Los autores de libros
de fexto los usan al dar ejemplos de li-
mite o al presentar una definicion de li-
mite. En un estudio anterior de libros de
texto que hemos realizado, hemos en-
confrado que, conjuntfamente, los au-
tores se apoyan en uno o mas sistemas
de representacion (verbal, gréfico, sim-
bdlico o tabular).

Ejemplos de fenémenos
en los libros de texto

El siguiente paso fue la observacion de
los fendmenos descritos en el punto dos
en los libros de texto. Para ello se anali-
zaron libros correspondientes al periodo
1933-2005. En el caso de las sucesiones
se analizaron 24 libros y en el caso de
las funciones se analizaron 26 libros. La
muestra obtenida para cada uno de los
estudios fue infencional, solamente es-
fudiamos los libros a los que fuvimos ac-
ceso en los diferentes institutos en los
que frabajamos como docentes.

En este documento no vamos a presen-
tar todos los resultados que obtuvimos
del estudio de los libros de texto, sola-
mente vamos a presentar la Tabla 2 que
resume la presencia de los fendbmenos
en los mismos. Esta tabla nos ayudard a
elegir los ejemplos que vamos a fomar.
Los resulfados del estudio se resumen en:

Tabla 2. Presencia de los fendmenos estudiados en libros de texto

Verbal Grafico Tabular Simbélico
ASI 19 5] 24 0 7 0 0 0
IVS % 17 7 6 1 0 34 17
ADI 27 18 11 2 17 0 0 1
IVF 11 21 Q 10 0 0 13 17

Ejemplo Definicion Ejemplo Definicion Ejemplo Definicidn Ejemplo Definicidon
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Presentar un ejemplo de cada fenédme-
no en cada uno de los sistemas de re-
presentacion considerados (verbal, gra-
fico, tabulary simbdlico), y distinguiendo
a la vez si el fendbmeno aparece en
ejemplo o en definicidn, prolongaria este
arficulo excesivamente, ya que tendri-
amos que dar freinta y dos ejemplos. Por
este motivo vamos a seleccionar los fe-
némenos que tienen mayor frecuencia
absoluta, pero cambiando la aproxi-
macidén doble intuifiva verbal ejemplo
por la aproximacion doble infuitiva ta-
bular ejemplo. La razdn de este cambio
es que aparezca un fenémeno de cada
uno de los sistemas de representacion
considerados. De esta manera los cua-
fro fendmenos seleccionados son:

Ida-vuelta en funciones verbal en de-
finicion.

Aproximacion simple intuitiva grafi-
co en ejemplo.

Aproximaciéon doble infuitiva tabu-
lar en ejemplo.

lda-vuelta en sucesiones simbodlico
en gjemplo.

Consideramos que estos ejemplos son
los mas claros y llamativos. Para pre-
sentarlos se presenta el fragmento co-
rrespondiente al fendémeno y se acom-
pana de una referencia del libro de
texto del que se ha extraido. A confi-
nuacién se da una explicacion sobre el
ejemplo que se presenta.

Aproximacién simple intuitiva (a. s. i. g.-e.) gréfica en ejemplo

A
L T
®
']__
[ ]

05+ *
S RV V'Y VY V SV S—

0l 2 101000 1000000 100000000

Figura 1. Grafica tomnada de Bescos y Pena (2002, p. 90).

Se frata de una ASI (aproximacion sim-
ple intuifiva en sucesiones), ya que dl
inspeccionar la secuencia de términos
a,=0.55, 0,=0.72, a; =1.99, a,= 1.49,

as = 1.499, o, = 1,4999, parecen acer-
carse al valor 1,5, ademads el sistema de
representacion utilizado es el gréfico y el
fendbmeno aparece en un ejemplo.
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Aproximacion doble intuitiva
(a. d. i. t.-e.) tabular en ejemplo

2
2. Halla el limite de -1 cuando x tien-
deal. -1
Solucion
Evidentemente, no existe f(1). Sin em-
bargo, en la figura 4 se observa que
lim f(x) = 2. Utilizando sucesiones:

b - 09 [ 099 [ 099 |._1_..] 1001 [ 101 | 11

V| = 19 |19 | 199 [.._2_..[ 2000 | 201 | 21

En este caso, aunque no existe (1), si
que existe lim f(x). (Negro, Benedicto,
Martinez y Poncela, 1997, p. 219).

Se frata de una ADI (aproximaciéon do-
ble intuitiva en funciones), ya que al ins-
peccionar la secuencia de términos x; =
0,9 x,=0,99 x;=0,999... X, parecen acer-
carse a 1, mientras que los valores
f(x)=1,9 f(x,)=1,99 f(X3)=1,999 .... f(x,) pO-
recen acercarse a 2. El sistema de re-
presentacion utilizado es el grafico y el
fenébmeno aparece en un ejemplo.

Ida y vuelta en sucesion (i. v. s. s.-e.)
simbdlica en ejemplo

Ejemplo
Averigua qué términos de la sucesion
| _2n
"N+

pertenecen al entforno con centro en 2
y radio igual a una centésima.
Solucion

Como lim a,, = 2 tendrén que pertenecer
a Eg(2) = (1,99, 2,01) fodos los términos
desde uno en adelante.

En efecto, fanteando y ufilizando una
calculadora se fiene:

Qg = 398/200 = 1,99. Estd justo al borde
del entorno.

Qg0 = 400/201 = 1,9900498 ... € Eqp(2).

Los elementos que siguen a O,y conti-
nUan perteneciendo al entorno.

Puede llegarse al resultfado mediante
cdiculo y no por tanteo:

a, e B2 — 1,99 < a, < 2,01

1,99<a, > 1,9 <-20 51,99<001-n
n+1

—-n>199

a,<201 -2 <201 5-201<001-n
n+1

—n>-201 (9

La condiciéon (*) la cumplen todos los
términos, luego basta con que n > 199,
Es decir, pertenecen al entorno los tér-
minos a partir de Ayy.

(Negro y otros, 1997, p. 218)

Se frata de unai. v. s. simbdlica en ejem-
plo porque se construye la funcion e-Ng,
El sisterna de representacion utilizado es
el simbdlico y como instfrumento se tra-
baja con un gjemplo.

Ida y vuelta en funcién (. v. f. v.-d.)
verbal en definicion

L es el limite de la funcidn f(x) en el pun-
to x = asiy sélo si para cualquier distan-
cia e que se fome, por pequena que sea,
existe otra distancia §, tal que si la dis-
tancia entre x y a es menor que § enton-
ces la distancia entre f(X) y L se mantiene
menor que e. (Negro y ofros, 1997, p. 219).

Se frata de una i. v. f. verbal en defini-
cién porgue se construye la funcion e—g,
El sistema de representacion utilizado es
el verbal y como instrumento se fraba-
ja con una definicion.

Conclusiones e
implicaciones didacticas
Los fendmenos descritos, asi como los

ejemplos presentados de los mismos,
ayudan a conjeturar que el paso del li-
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mite de sucesiones al limite de funcio-
nes, no es tan evidente como podria
pensarse en un principio.

Igualmente afirmamos que el manejo
de diferentes sistemas de representa-
cién, puede hacer que se pongan de
manifiesto fendmenos que en principio
no se habian observado. Esta eviden-
cia puede ayudar a la asimilacién del
concepto de limite, ya sea en sucesio-
nes o en funciones.

Direccién de contacto:

El siguiente paso, una vez descritos los fe-
ndmenos y observar su presencia en los
libros de texto, es observar que fendme-
nos emplean los alumnos con mas fre-
cuencia, cuando fienen que justificar que
una determinada sucesion o funcion tie-
ne limite. Para ello estamos disefiando un
cuestionario, que nos ayude a clasificar
las expresiones de los alumnos ante la re-
solucién de cuestiones relacionadas con
el limite, y en la que se emplean diferen-
tes sistemas de representacion.

Maria Teresa Sénchez Compana, Francisco Javier Claros Mellado y Moisés Coriat Be-

narroch
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Anexol1

Las definiciones que se presentaron a
los profesores fueron las siguientes:

1. La condicién necesaria y suficiente
para que se cumpla que:
a=lim X,

N—o0

Es que para cada entorno V de a, exis-
te un entero n, fal que la relacién n=n,
implique x, € V (dicho de otro modo, V
contiene todos los x,, con excepcion de
un ndmero finito de indices.

2. Que un nimero x es el limite de una
sucesion ;. Xy, Xs,... significa que a cada
nUdmero positivo e se puede hacer co-
rresponder dlgdn término de la sucesion
de tal manera que ély fodos los que le
siguen difieren de x menos que e.

3. «Sed x, una sucesion en R, decimos
que x, converge a un ndmero real x (0
fiene como limite el real x y escribimos
lim x,=x) si para cada >0, existe un na-
mero natural N tal que si n >N enfon-
ces | x.-x | <e»

4. La condicién necesaria y suficiente
para que se cumpla que:

a=Ilim x,
N—oo

es que para cada >0, exista un entero

N, tal que la relacion n= ny implique

d(a.x.)< ¢. Este dlfimo criterio se puede

escribir también de la siguiente manera:
H’m d(a, x)<e.

5. Se dice que una sucesion { x, }de nu-
meros reales fiende al limite a y se es-
cribe:
a=Iim x,

e

cuando para todo nimero >0 existe un
ndmero natural v que depende de ¢ tal
que cualgquiera que sea n>v, se verifica
| x,—al<e.

6. La condicién necesaria y suficiente
para que una sucesion { x,, } sea con-
vergente es que a todo nimero e>0 se
puede asociar un nimero natural v fal
que, cudlgquiera que sean p y g mayo-
res que v, se verifique | x, - X, | <e.

7. Una sucesion { x, }converge hacia a
y se escribe:

[im x,=a

N—eo

si para fodo £>0 existe un nUmero natu-
ral N tal que, para todos los niUmeros na-
turales n, si n>N, entfonces |x,- a]<e.
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