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Resumen

Presentamos una caracterizacion de tres
dificulfades emergentes en la ensenan-
zay el aprendizaje de los nUmeros com-
plejos. Estas dificultades, identificadas
en un andlisis histérico y epistemoldgi-
co, dan lugar a conflictos cognitivos y
a hipdtesis explicativas de los mismos,
que sugieren la conveniencia de modi-
ficar algunas de las pautas de ensenan-
za.
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Abstract

We present a characterization of three
emerging difficulties in the feaching and
the learning of ¢ omplex numbers. The-
se difficulties, identified in a historic and
epistemological analysis, give rise to
cognitive conflicts and to explicative
hypothesis, which suggest the conve-
nience to modify some of the tuition gui-
delines.
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Problematica

La problemdatica general es la ensenan-
zay el aprendizaje de los ndmeros com-
plejos. En nuestra investigacion partimos
del convencimiento de que la ensenan-
za de los nimeros complejos presenta
complejidades y punfos débiles que
afectan a la comprension conceptual y
procedimental de los estudiantes.

En relacién con lo conceptual, sospe-
chamos que el uso de raices pares de
ndmeros negativos en ecuaciones de
segundo grado no explica bien el con-
cepto de nimero imaginario y en mayor
medida, la idea de nimero complejo
no estd bien explicada con la suma de
un numero real y ofro imaginario.

Ofra idea involucrada es el cambio de
la nocién de raiz cuadrada a la de radi-
cal, al pasar de la aritmética al dlgebra.
Sospechamos que la ensenNanza no
presta suficiente atencion a este cam-
bio, ya que parece que los estudiantes
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Nno son capaces de percibir las diferen-
cias entre raiz y radical, por si mismos.

En relacion con lo procedimental, las
dificultfades se focalizan en las inconsis-
tencias alas que conduce el doble sig-
Nno + asociado a las raices cuadradas y
a la extension de las reglas para operar
radicales, de los nUmeros reales a los
imaginarios.

Del marco de referencia
y del diseio de la
investigacion

Para contrastar estas ideas, se preten-
de llevar a cabo un frabajo de investiga-
cién que tiene dos partes relacionadas,
una tedrica y otra experimental. Se
enmarca en la linea seguida por el gru-
po de Pensamiento Numérico y Alge-
braico (PNA) del Departamento de
Didéctica de las Matematicas de la Uni-
versidad de Valencia. Esta linea de
investigacion estd orientada a la obser-
vacién y a la modelizaciéon del proceso
de ensenanza-aprendizaje y se caracte-
riza por utilizar: el andllisis histérico-episte-
moldgico, el andlisis de libros de texto y
el andllisis de tareas (Gémez, 2006).

El modelo de referencia es el marco ted-
rico de investigacion en Matematica
Educativa de Filloy (1999), denominado
Modelos Teédricos Locales (MTL). Los MTL
fundamentan la investigaciéon desde el
punto de vista tedrico. Desde el punto
de vista metodolégico, aportan una
manera de organizar la investigacion
orientada a la observaciéon experimen-
tal de fendbmenos de ensefanza y
aprendizaje y ayudan a explicar de
manera coherente los fendbmenos obser-
vados. Se caracterizan por ser modelos
recurrentes que ponen en evidencia las
relaciones que hay enfre las cuatro
componentes que entran en juego:

ensenanza, cognicién, competencia y
comunicacion.

Antecedentes

La investigacion enlaza con los frabajos
de Pardo (2004) y Pastor (2004), dirigi-
dos por el Dr. Bernardo Gémez. En estos
frabajos se identificaron algunas de las
dificulfades e inconsistencias concep-
tuales y algoritmicas que han enfrenta-
do a los matematicos a lo largo de la
historia, bajo la hipdtesis de que estas
dificulfades e inconsistencias tal vez
guarden paralelismo con las dificulta-
des alas que se enfrentan los estudian-
tes cuando estdn intentando ser com-
petentes en esta materia; y que es
posible, que estas dificulfades e incon-
sistencias estén siendo camufladas por
la ensenanza actual, por lo que perma-
necen ocultas. Como consecuencia de
esta investigacion se abrid una nueva
perspectiva para abordar futuros traba-
jos, que se refleja en la siguiente hipd-
tesis.

Hipotesis teérica a contrastar

Es posible que algunas de las dificulta-
des identificadas en el andlisis histérico
y epistemoldgico se reproduzcan en los
estudiantes de hoy. En algdn caso estas
dificultades pueden estar favorecidas
por un determinado modelo de ense-
Nnanza y en ofros puede que sean con-
secuencia directa de la complejidad
propia de los nUmeros complejos, y, por
tanto, de cardcter intrinseco al conteni-
do matemdatico.

Metodologia

Nuestro propdsito es hacer emerger
estas dificultades en los estudiantes, y
determinar cudles son fruto de la ense-
nanza y cudles son intrinsecas. Para ello
se prefende hacer un estudio compara-
tivo entre dos paises, Espana y Ruma-
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nia, con culturas docentes diferentes.
Este estudio se sustenta en dos parfes
relacionadas, una tedrica y otra expe-
rimental.

El desarrollo de la parte tedrica, con lo
cual se constituye el modelo tedrico ini-
cial, se configura alo largo de una revi-
sién de la investigacion afin para cono-
cer el estado de la cuestion en relacion
con esta problematica; y un andlisis his-
térico-epistemoldgico para ver como
ha evolucionado y cémo han sido tra-
tadas en los libros de textos, antiguos y
actuales, las dificultades previamente
identificadas en relacion con los ndme-
ros complejos.

Agui son muy importantes las cognicio-
nes petrificadas. El término de cognicio-
nes petrificadas fue acunado por Puig
(2006). El considera la blsqueda de cog-
niciones petrificadas una manera de
examinar los fextos de matematicas de
épocas pasadas propia de la didacti-
ca de las matematicas y explica el tér-
mino de cogniciones petrificadas de la
siguiente manera:

Petrificadas porque estan ahi, en el fex-
to que nos ha legado la historia, como en
los monumentos de piedra de los que no
cabe esperar que digan mds de lo que
ya estd en ellos. Cogniciones porque lo
gue gueremos leer en esos textos no es
el despliegue de un saber, las matema-
ticas, sino el producto de las cognicio-
nes (matematicas) de quien se declara
como su autor (Puig, 2006, p.113).

En esta parte, se necesita caracterizar la
componente formal, para ello interesa

ver cémo se contempla este fema de
los nimeros complejos en el nivel supe-
rior porgque es al que se aspira que lle-
guen los estudiantes y detectar asi las
relaciones entre los dos niveles de ense-
Aanza. En concreto, se pretende hacer
una revision de dos libros actuales de
matematicas del nivel superior a aque-
llos que corresponden al nivel de los
estudiantes con los que se quiere hacer
un estudio cognitivo, uno de cada pais,
para primeros cursos de universidad.

El modelo de ensefanza lo vamos a
caracterizar a partir de los documentos
oficiales en relacién con los curriculos
de ambos paises, Espana y Rumania, y
mediante un andlisis comparatfivo de
sus libros de texto, vamos a analizar qué
tratamiento dan a los problemas identi-
ficados en el marco fedrico.

El desarrollo de la segunda parte del fro-
bajo, la parte experimental, se basa en
la informaciéon obtenida en la parte ted-
rica para elaborar un cuestionario para
estudiantes de bachillerato de los dos
paises, que permita contrastar la hipd-
tesis de partida.

Se cree que las dificultades e inconsis-
tencias que solo se observen en uno de
los dos paises son las que podran ser
achacadas a las peculiaridades de su
modelo de ensenanza.

Diagrama de flujo de la investigacién
El disefo de la experimentacion se

representa mediante el siguiente dia-
grama de flujo (Figura 1):

Indivisa, Boletin de Estudios e Investigacion, 2007, Monografia IX, pp. 15-21
ISSN: 1579-3141

17




Carmen Buhlea y Bernardo Gomez Alfonso

Problemdtica

La ensefanzay el
aprendizaje de los
ndmeros complejos

\ A

El componente formal

Andlisis previo del
problema a investigar

L 4

Analogias y diferencias
curriculares entre
Espaia y rumania

Hipotesis tedricas
a contrastar

Andilisis comparativo de libros
de texto de Espafia y Rumania

‘—bu\élisis histérico-epistemolégico

Diseino de la experimentociénl

Preparacioén de cuestionario para estudiantes de los dos paises

—I La problemdtica en el contexto de un nuevo Mm Elaboracién de un nuevo M.T.L.

Figura 1. Esquema del disefo de la experimentacion.

Dificuliades emergentes del andlisis
histérico-epistemoldgico

El objetivo del estudio histérico-episte-
molbgico se ha centrado en analizar el
estadio del concepto de nimero com-
plejo al final del siglo xviil y su evolucidn
en el siglo xix, asi como las dificultades
asociadas a él y la observacién de la
manera en que fueron superadas, con
la finalidad que nos sugieran preguntas
de investigacion.

En este apartado nos centramos en
explicar las tres dificultades principales
que tenemos caracterizadas hasta el
momento.

1. La ambigliedad del signo de la raiz
cuadrada (reflejada en Euler);

2. La susceptibilidad de la raiz cuadra-
da de un ndmero negativo a los sig-
nos +y - (reflejada en Peacock);

3. La perplejidad de Vallejo en relacion
con la operacidén de los binomios
complejos.

1) La ambigliedad del signo de la raiz
cuadrada

Autores antiguos, de la segunda mitad
del siglo xvill y la primera mitad del si-
glo xix, consideraban que:

(...) laraiz cuadrada de cualquier nime-
ro tiene siempre dos valores, uno positi-
vo y el ofro negativo; esto es que V4,
por ejemplo, es igualmente 2y -2, y en
general, se puede adoptar tanto - Va
como + Va para la raiz cuadrada de
a(Euler, 1774, p. 44).

En este texto aparece V4 como la raiz
cuadrada de 4, que es un conjunto de
dos valores y Va como uno de los dos
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valores de la raiz cuadrada de a, que
es sdlo un nimero.

Si consideramos que V4 = +2, entonces
se obtiene que:

V4 + V4 = (x2) + (£2) ={-4.0, + 4}
V4 - V4 = (+2) - (+2) = {-4,0, + 4}

Esto lleva a un conflicfo cognitivo.

Las hipotesis explicativas serian:

— La imperceptibilidad de las diferen-
cias que hay entre la raiz cuadrada
y el radical cuadrado de un nimero.

— La paradoja de la raiz cuadrada. El
uso del singular para expresar un plu-

ral.

Los libros de texto espanoles parece que
favorecen esta dificultad (Figura 2).

Raices
uadradas

L >\ = 6=« %

Radicando

Figura 2. Ejemplo de un libro de texto
(3.° ESO, Edit. SM, 20083, p. 36).

2) La susceptibilidad de la raiz cuadra-
da de un nimero negativo a los sig-
nos+y-

La puntualizacién que hace Euler lleva
a considerar que la raiz cuadrada de

un ndmero negativo, -a, es fanto +V-a

como -V -a.

(...) la raiz cuadrada de —a es igualmen-
te +V—a 'y -V-a. (Euler 1774, p. 44).

Lo mismo se encuentra en la afirmacion
de Peacock (1830, p. 352):

(...) la raiz cuadrada de - a? es igual-
mente +aV—-1. y —-aV-1. por la misma
razén que la raiz cuadrada de a? es
igualmente +ay —-a; pues

(~aV=1) x (~aV-1) = -&?lo mismo que
+aV-1)x #aV-1).

Es decir que la raiz cuadrada de un
ndmero ni%o_’rivo, -a, tiene dos valores
+V—a y -V-a. Lo que puede inducir a
pensar en que -V -a es un numero
negativo +V=ay es un nimero positivo.
Entonces:

V=g <+V-a-0<2V-ad>0<V-a
—sparaa=1,0<V-]
0<V-1,0xV-1<V-1xV-1-50<-]

lo que lleva a un conflicto cognitivo. La
hipotesis explicativa seria la impercepti-
bilidad de la no extension del orden total
de los reales a los complejos.

3) La perplejidad de Vallejo en relacién
con la operacién de los binomios
complejos.

La perplejidad de Vallejo aparece en
una nota a pie de pdgina en la cuarta
edicién de su tratado (1841).

(...) en el articulo 3 pone por definicion,
«la suma de dos cantidades es la dio-
gonal del paralelogramo, Cuyos lados
son las dos cantidades». Esto no se yo
el modo de comprenderlo, pues Como
los dos lados de un paralelogramo, y la
diagonal forman un frigngulo y la suma
de dos lados de un fridngulo es mayor
que el tercero, segin demostramos (8§
371), resulta, por los principios que fene-
mos alli demostrados, y que todos reco-
nocen por verdaderos, que la suma de
los dos lados de un paralelogramo es
mayor que su diagonal; por lo que el
tomar ahora por definiciéon, que la dio-
gonal de un paralelogramo es igual &
la suma de los lados, es una cosa que No
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se concibe; por lo que lo ménos hay
mucha obscuridad (Vallejo, 1841,
p. 244).

Vallejo confiesa no entender la repre-
senfacion de las cantidades imagina-
rias tal como la expone John Warren
(1828) en «A Treatise on the Geomettri-
cal Representation of the Square roots of
the Negative Quantities.»

La definicién de la suma de dos cantida-
des para Vallejo no encaja en la defini-
cién de Warren:

«La suma de dos cantidades es Ia diago-
nal del paralelogramo, cuyos lados son
las dos cantidades» (Warren 1828, p. 1).
Esto lleva a un conflicto cognitivo.

Vallejo no entiende que Warren se refie-
re a cantidades algebraicas, que tienen
direccion ademds de magnitud, es decir,
cantidades en que intervienen angulos
en su definicion, segln la interpretacion
de L. Puig: «La definicién de adicién, que
Vallejo no entiende, no suma longitudes,
que es lo Unico que consideraba Valle-
jo en su objecién (...), sino cantidades
algebraicas que tienen longitud y direc-
cidén.» (Puig, 2006, 131-132).
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La dificultad de Vallejo se refleja en la
ensenanza actual como la impercepti-
bilidad de la analogia de los nimeros
complejos con los vectores.

Comentarios finales

Esta investigacion que desarrollamos,
disenada y estructurada segin los
Modelos Tedricos Locales de Filloy, nos
permitird, mediante un andlisis histérico-
epistemoldgico y un andlisis comparati-
vo de libros de texto de dos paises,
hacer emerger dificultades conceptua-
les y procedimentales de los nimeros
complejos que puedan reproducirse en
los estudiantes de los dos paises. Ade-
mas, este modelo nos permitird disefar
un cuestionario para estudiantes de
bachillerato de ambos paises, con el fin
de poder establecer si estas dificuliades
estan favorecidas por un determinado
modelo de ensenanza o son conse-
cuencia directa de la complejidad pro-
pia de los nimeros complejos. Toda la
informacién conseguida sustentard
sugerencias de infervencién en las pau-
tas educativas de los curriculos de Espa-
Aa y Rumania, en relacién con esta
temdtica.

carmenbuhlea@yahoo.es y bernardo.gomez@uv.es
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